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Grundlagenfragen. Philosophie. Logik. 


Kratzer, A.: Physik und Mathematik. Studium generale 6, 619-628 (1953). 

Freytag Löringhoff, Bruno Baron v.: Über die Bedeutung der Mathematik für 
die Philosophie. Studium generale 6, 600—605 (1953). 

Bouligand, G.: Sur les prineipes des math&matiques. Bull. Soc. math. Belgique 
1952, 18—25 (1953). 

Der Vortrag, gehalten vor der belgischen Gesellschaft für Logik und Philosophie, 
behandelt die Frage nach den mathematischen Denkweisen mit dem besonderen 
Ziel, einen verbindenden Standpunkt zwischen der formalistischen (axiomatischen) 
und der intuitionistischen (konstruktiven) Richtung der Mathematik zu gewinnen, 
weil nur von einem solchen aus die verschiedenen Phasen mathematischer Tätigkeit 
voll verstanden werden können. G. Aumann. 

Juhos, Bela v.: Die neue Logik als Voraussetzung der wissenschaftlichen Er- 
kenntnis. Studium generale 6, 593—599 (1953). 

Cassina, Ugo: L’id&eographie de Peano du point de vue de la theorie du langage. 
Rivista Mat. Univ. Parma 4, 195—205 (1953). 

Feys, Robert: Peano et Burali pr&curseurs de la logique combinatoire. Proc. 
XIth Internat. Congr. Philosophy (Brussels, Aug. 20—26, 1953), 5, 70—72 (1953). 

Verf. findet in den „‚Formulaires‘‘ von Peano und in der „Logica Matematica“ 
von Burali-Forti gewisse — noch nicht von anderen innermathematischen Ele- 
menten getrennte — Ansätze zur kombinatorischen Logik, ohne daß diese als solche 
bei den Genannten konzipiert worden sei. G. Müller. 

Curry, Haskell B.: Les systömes formels et les langues. Colloques internat. 
Centre nat. Rech. sci. 36, 1—10 (1953). 

Der Inhalt dieses Vortrages wird vom Verf. genauer ausgeführt im ersten Kapitel 
des Buches: „‚Lesons de Logique alg&brique‘‘ (dies. Zbl. 48, 2). Die Diskussion be- 
schäftigt sich mit dem Verhältnis der Umgangssprache zur formalen Sprache, und 
der Sprache zur Metasprache. H. Hermes. 

Lorenzen. Paul: Die ontologische und die operative Auffassung der Logik. 
Proc. XI. Internat. Congr. Philosophy (Brussels, Aug. 20—26, 1953), 5, 12—18 

1953). 
« ch eine kurze treffende Charakterisierung der „ontologischen“ („an-sich‘‘) 
Auffassung der Logik wird eine Frage aufgezeigt, die durch diese Begründung nicht 
beantwortet werden kann: Wie ist die Allgemeinverbindlichkeit der logischen Regeln 
(die ja in der obersten Stufe inhaltlich verwendet werden müssen) zu verstehen ? 
Hauptpunkte der Antwort: (1) Die Ableitbarkeit (für einen Kalkül zur Erzeugung 
von Zeichenreihen) muß an Hand von Beispielen (ohne explizite Definition, welche 
das Verstehen von ‚,‚es gibt“ erforderte) verstanden werden. (2) Die Unableitbarkeit 
muß zusätzlich — als positiver Begriff — verstanden werden. (3) Die Ableitbarkeit 
einer Regel R, aus Regeln R,,..., #, muß als Eliminierbarkeit von R, aus einer 
Ableitung mittels R,,Ry,..., A, verstanden werden. (4) Theoreme höherer 
„Stufe“ sind als Darstellungen solcher Eliminierbarkeiten einzuführen. 
G. Hasenjaeger. 

Issmann, S.: Une methode de deeision pour certaines formules du calcul des 
predieates. Proc. XIth Internat. Congr. Philosophy (Brussels, Aug. 20—26, 1953) 
14, 35—38 (1953). 

Eine mengentheoretische Einkleidung des auf ‚‚kontrapränexen“ Norma/formen 


Zentralblatt für Mathematik. 53. al 


2 

x 
beruhenden Entscheidungsverfahrens für den einstelligen Prädikatenkalkül ohne 
Identität. Übertragungen auf andere Fälle sind angedeutet. @. Hasenjaeger. 

Beth, E. W.: Sur la description de certains modeles d’un syst&me formel. Proc. 
XIth Internat. Congr. Philosophy (Brussels, Aug. 20—26, 1953), 5, 64—69 (1953). 

Einige „pädagogische und heuristische Bemerkungen“ zur topologischen Be- 
handlung der Semantik mit Beispielen zu den Begriffen der Widerspruchsfreiheit 
und der Nicht-Standard-Modelle. H. Hermes. 

MeKinsey, J. €. €.: Systems of modal logie which are not unreasonable in the 
sense of Halldön. J. symbolic Logie 18, 109—113 (1953). 

Verf. nennt einen aussagenlogischen Kalkül ‚unvernünftig im Sinne von 
Halld&en‘“, wenn es Formeln x, ß ohne gemeinsame Aussagevariable gibt, so daß 
& v ß, aber weder & noch ß ableitbar ist. Über die von Halld&n (dies. Zbl. 45, 
150) erzielten Resultate hinaus zeigt Verf. u. a., daß weder S 4 noch S 5 die genannte 
Eigenschaft haben. H. Hermes. 

Carter, W. €. and A. 8. Rettig: Analytic minimization methods. I. Conjunetive 
forms. J. comput. Systems 1, 179—195 (1953). 

„The purpose of this paper is to explain a new method of reducing sentential 
combinations to a simplified conjunctive form. This reduction is accomplished by 
the application of a series of simple rules. These rules do not require that the func- 
tion be entered on a chart, nor that the distinguished conjunctive or disjunctive 
normal form be found. Thus the number of sentential variables in the combination 
is not a limiting factor for this method. In addition, a set of theorems will show 
that these simplified forms may be chosen to be minimal.“ From the authors’ 
summary. J.C. Shepherdson. 

Meredith, Carew A.: Single axioms for the systems (C, N), (C, 0) and (A. N) 
of the two-valued propositional ealeulus. J. comput. Systems 1, 155— 164 (1953). 

The author considers three forms of the 2-valued propositional caleulus in 
which the primitive functions are implication and negation, implication and the 
logieal constant 0, and alternation and negation respectively. Taking, in each 
case, substitution and modus ponens as primitive rules of procedure he shows 
that the formulae OCCCCpgCNrNsrtCOtpCsp, COCCCpgCrVstCCtpCrp, 
ANANANpqArAstANANspArAtp can be taken as single axioms for the 
respective systems. He states, without proof, an alternative axiom of 19 letters 
for the (C, 0) system and two alternative axioms of 24 letters for the (4, N) system. 
He conjectures that his axioms for the (C, N) and (C, 0) systems are the shortest 
possible and shows that a single axiom for the (4, N) system must contain at 
least five N’s. A. Rose. 

Rasiowa, H. and R. Sikorski: Algebraic treatment of the notion of satisfiabilitv. 
Fundamenta Math. 40, 62—95 (1953). } 

Der algebraische Apparat der Vollständigkeit reise 7 ies. Z 293; : 
auch 40, A 44, 249) we auf solche Prödieatnkaikhle ra 
anforderungen erfüllen: (1) Abtrennungsregel, (2) Ersetzbarkeit von Äquivalenten, (3) Axiome 
der positiven Logik gelten. — Teil I enthält die Beschreibung der vorausgesetzten Kalküle [mit 
min destens den für (3) erforderlichen Konstanten], der als logische Matrizen geeigneten Ver- 
bände (vollst. rel.-pseudokomplementär mit Einselement), der Lindenbaumschen Äquivalenz.- 
klassenverbände und deren vollständige Erweiterungen, ferner die Darstellung des Erfüllungs- 
begriffs durch Mostowski-Funktionale (dies. Zbl. 31, 193) und die formalen Verallgemeinerungen 
der Gödelschen Vollständigkeitssätze [Monatsh. Math. Phys. 37, 349—360 (1930), Sätze Tund IX 
(hier: „„Skolem-Löwenheim“ genannt\]. — Teil II bringt die Spezialisierungen auf den 2-wertigen 
den Lewisschen, den Heytingschen, den „positiven“, den „minimalen“ Prädikatenkalkül und eine 
weitere Abschwächung des Heyting-Kalküls [7] (pP — p) —q als einziges Negationsaxiom]. Der 
Schwerpunkt liegt jeweils im Beweis, daß die algebraischen Voraussetzungen für die Anwendun 
von I erfüllt sind. — Als Anwendungen der Vollständigkeitssätze ergeben sich Beziehun : 
en rer dem Heyting- und dem Lewis-Kalkül. @. Habewabgir 
artin, R. M.: On truth and multiple denotation. J. symbolie Logie 18, 11—18 
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. „ Verf. spricht von mehrdeutiger Bezeichnung, wenn man einen Klassennamen als Bezeichnung 
für jedes einzelne Element dieser Klasse ansieht. Die so:cherart aufzufassende Relation « Den x 
(@ denotes x) kann an Stelle des von Tarski gewählten Begriffs der Erfüllbarkeit als Ausgangs- 
punkt für die Semantik genommen werden. Dabei kann man induktive Definitionen und die 
damit verbundene logische Komplikation der ‚wesentlich reicheren“ Metasprache vermeiden. Statt- 
dessen muß man zwei Axiome über die Bezeichnungsrelation Den einführen. Verf. gibt auf der 
genannten Basis eine Wahrheitsdefinition für die Zermelosche Mengenlehre in der Darstellung 
von Skolem [Skr. Norske Vid.-Akad. Oslo, I, 4, 3 (1929)]. Induktive Definitionen in der Syntax 
werden nach dem Vorbild von Quine (dies. Zbl. 32, 99; p. 296) vermieden. Eine Allaussage 


(2) (—— — 2 — ——) heißt wahr, wenn es eine Zeichenreihe «a gibt, die jedes Ding bezeichnet, und 
eine Zeichenreihe 5, die genau die Dinge x bezeichnet, für welche — — — £ — — —, und wenn jedes 


Ding, das durch @ bezeichnet wird, auch durch 5 bezeichnet wird. Die Ausdehnung auf aus- 
sagenlogische Verbindungen von Allaussagen obiger Art gelingt ohne Induktion mıt Hilfe der 
genannten Methode von Quine. Daß die Wahrheitsdefinition adäquat ist, folgt mit Hilfe der 
beiden semantischen Axiome: (AD1)(2)(@Dne.=.- — x ), wobei an Stelle 
von „a die strukturelie Bezeichnung des Abstrakts „3 (— — — 2 —- — —)“ zu setzen ist; 
(AD2) aDenz.).a ist ein derartiger Abstrakt (defined predicate constant). Die Methode 
läßt sich auch auf die einfache Typentheorie anwenden. Mit Hilfe von pränexen Normalformen 
kann man die Wahrheitsdefinition vereinfachen. H. Hermes. 

Rice, H.G.: Classes of recursively enumerable sets and their decision problems. 
Trans. Amer. math. Soc. 74, 358—366 (1953). 

Nach Kleene läßt sich jede natürliche Zahl a als konstruktiver Repräsentant einer partiell- 
rekursiven Funktion und damit auch einer rekursiv aufzählbaren (kurz: aufzählbaren) Menge M„ 
— des Wertbereichs der Funktion — auffassen. Wir wollen kurz sagen, daß a die Menge M, 
aufzählt. Eine nirgends definierte Funktion gilt dabei als eine Aufzählung der leeren Menge A. — 
A sei eine Klasse aufzählbarer Mengen. ®, bestehe aus all den Zahlen, die eine Menge aus A auf- 
zählen. A heiße vollständig rekursiv (v.r.), wenn 6, rekursiv ist. A heiße vollständig aufzählbar 
(v.a.), wenn @, aufzählbar ist. F sei die Klasse aller aufzählbaren Mengen. Offenbar gilt: 
ae, AM. = Mb, Iuaaaan- = NN, Byvzv... = 0 UV, = Or 
Aistv.r,wenn AundF — A v.a.sind. Die trivialen v. a. Mengen F und A sollen außer Betracht 
bleiben. — Die Klasse L(k) aller aufzählbaren Mengen, die die Zahl k enthalten, ist v.a., wie 


man leicht sieht. Allgemeiner: Ist eine aufzählbare Folge g endlicher Mengen al, NE a) N 


oo nj r 
gegeben, soistdieKlase C= U NZ (a} y bestehend aus den Mengen, die wenigstens eine 
j=0 i=0 

der endlichen Mengen aus der Folge g enthalten, v.a. Eine Aufzählung von 6, läßt sich aus g 
berechnen. — Die Hauptresultate des Verf. sind: (I) Eine Klasse 4, die nur unendliche Mengen 
enthält, ist nicht v.a. Beweis: Aus einer Aufzählung f, von Funktionen aus 6, läßt sich ein f 
berechnen, das dieselbe Menge aufzählt wie f,, aber von jeder der Funktionen f, an wenigstens 
einer Stelle abweicht. Daher liegt f in 6, aber nicht in {fo fi - - -;}; so daß eine derartige Auf- 
zählung 6, nicht erschöpfen kann. (II) Enthält die Klasse A die endliche Menge N = {ay, . . -, An} 
(oder die leere Menge A), dagegen eine N umfassende aufzählbare Menge M nicht, so ist A nicht 
y.a. Beweis: Aus Aufzählungen von 6,, N und M ließe sich eine vollständige Aufzählung der 
Einerklasse {A} konstruieren. ® fa ist aber, wie man leicht sieht, nicht aufzählbar, sondern nur 
Komplement einer aufzählbaren Menge. — Aus (I) und (II) ergeben sich einige bemerkenswerte 
Folgerungen: (A) Keine Einerklasse {M} ist v. a. [für unendliches M wegen (D), für endliches M 
wegen (Il)]. (B) Keine nichttriviale v. a. Klasse A enthält A (denn A wird von jeder Menge um- 
faßt, also wäre A=F). (C) Keine nicht-triviale Klasse ist v.r. (Denn jede nicht-triviale 
v. a. Klasse müßte die Menge Z aller natürlichen Zahlen enthalten. A und F— A können 
aber nicht dieselbe Menge Z enthalten.) (D) Jede v.a. Menge umfaßt eine Menge vom Typ 

N La‘) [wegen (I)]. Verf. vermutet darüber hinaus, daß alle v.a. Mengen in dieser 
(aufzb.) (endl.) 


Weise erzeugt werden können. — Abschließend wird gezeigt, daß diese Theoreme gültig bleiben, 
wenn man zur Aufzählung von Mengen nur allgemein-rekursive (oder auch nur primitiv-rekursive) 
Funktionen zuläßt. W. Markwald. 


Mostowski, A.: On a system of axioms which has no recursively enumerable 
arithmetic model. Fundamenta Math. 40, 56—61 (1953). 

Für ein System S der Mengenlehre, das aus dem Bernaysschen System (dies. 
Zbl. 19, 194) im wesentlichen dadurch hervorgeht, daß zusätzlich die in die Existenz- 
axiome eingehenden Beziehungen (z. B.: A,(a,b,0): a=bu fc}, B, (a, b, 0): a = 
bu c) als Grundbegriffe genommen werden, wird gezeigt: Wenn S ein arithmeti- 
sches Modell M hat, in welchem die Interpretationen aller Grundkonstanten (re- 
kursiv) aufzählbar sind, so ist auch die Menge W der für dieses M wahren Aussagen 
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von S aufzählbar. — Die konstruierte Aufzählung beruht auf einer Nachbildung der 
Beweisschritte in Bernays’ Class-Theorem (loc. eit. p. 72— 76), welche die Aufzähl- 
barkeit der Folge der definierten Klassen liefert; M-wahre Aussagen entsprechen 
den Allklassen in dieser Folge. — Da ein solches W maximal widerspruchsfrei wäre, 
und da S die Arithmetik der natürlichen Zahlen enthält, ist nach Rossers Ver- 
schärfung von Gödels Unvollständigkeitssatz (dies. Zbl. 15, 338) die Existenz solcher 
W und damit auch die solcher M ausgeschlossen. G. Hasenjaeger. 

e Tarski, Alfred, Andrzej Mostowski and Raphael M. Robinson: Undecidable 
theories. (Studies in Logie and the Foundations of Mathematics.) Amsterdam: 
North-Holland Publishing Company 1953. 98 p. f 9,—. 


Die Theorien, die in diesem Gemeinschaftswerk diskutiert werden, sollen den Anforderungen 
einer standard formalization genügen: sie sollen beschränkt sein auf die Fälle, die im 
Prädikatenkalkül der ersten Stufe mit Identität formalisiert werden können, mit den folgenden 
wesentlichen Nebenbedingungen: (1) Zugelassen ist nur eine einzige Variablenklasse. Also nur 
Individuenvariablen. (2) Als Konstanten sind zugelassen in endlicher Anzahl außerlogische 
Prädikate und Operatoren. (Hieraus folgt, daß die Sätze als abgeschlossene Ausdrücke oder 
kürzer: als Aussagen vorausgesetzt werden dürfen, so daß die Vollständigkeit einer solchen 
Theorie 9 definiert werden kann durch die Forderung, daß für jedes abgeschlossene H H oder 
» Hin ® beweisbar ist.) Eine Theorie heiße elementar, so weitsieinstandard formalization 
darstellbar ist. Auf Grund des Gödelschen Vollständigkeitstheorems sind für solche Theorien 
die Begriffe der Ableitbarkeit und der Gültigkeit im Wertbereich der Variablen [mit den zusätz- 
lichen Anforderungen an die (außerlogischen) Prädikate und Operatoren] umfangsgleich. Seit es 
gelungen ist, den Begriff des Entscheidungsverfahrens auf eine allgemein überzeugende Art 
zu präzisieren, insbesondere durch die Gleichsetzung der entscheidbaren Mengen (von natürlichen 
Zahlen, welche die arithmetisierten Ausdrücke vertreten) mit den (allgemein) rekursiven, steht 
das Entscheidungsproblem mit der Schwerpunktsbildung in der Theorie der unentscheidbaren 
Theorien, wie hier, im Vordergrund der Metamathematik. 

Drei Hauptteile: I. A general method in proofs of undecidability (verfaßt von 
A.Tarski), Il. Undecidability and essential undecidability in arithmetic (eine Ge- 
meinschaftsarbeit von A. Mostowski, R.M. Robinson und A. Tarski), III. Undeecidabilitv 
of the elementary theory of groups (verfaßt von A. Tarski). h 

d, heiße eine Teiltheorie von d,, wenn jede in d, gültige Aussage auch gültig ist in %,. 
In diesem Falle heiße umgekehrt d, eine Erweiterung von Ö. Ö heiße axiomatisierbar, 
wenn es eine rekursive (entscheidbare) Menge M von d-gültigen Aussagen gibt, so daß jede 
d-gültige Aussage ableitbar ist aus M. Ist. M endlich, so ist# endlich axiomatisierbar. #heiße 
entscheidbar, wenn die Menge der d-gültigen Aussagen rekursiv ist; sonst unentscheidbar. 
Ö heiße wesentlich unentscheidbar, wenn mit # auch jede konsistente Erweiterung von ® 
in den Konstanten von % unentscheidbar ist. Die Zahl der entscheidbaren Theorien ist klein. 
Bei weitem die wichtigste ist (bis jetzt) die elementare Algebra der reellen Zahlen (A. Tarski, 
A decision method for elementary algebra and geometry, 2.ed., Berkeley 1951). 

Nun zu den Unentscheidbarkeitstheoremen. Church hat 1936 die Unentscheidbarkeit 
der Peano-Arithmetik, Rosser in demselben Jahr ihre wesentliche Unentscheidbarkeit be- 
wiesen. (Hierzu p. 60 Anm. 13.) Aus den in II. diskutierten Theorien seien die folgenden her- 
vorgehoben. N sei eine elementare Theorie der natürlichen Zahlen in den Konstanten + und - 
(möglicherweise auch noch O0 und 1 und <). Der Wertbereich der Variablen sei der Bereich der 
vatürlichen Zahlen. +, - usf. sollen die übliche arithmetische Bedeutung haben. Die Satzmenge 
von N sei die Menge der für den so bestimmten Wertbereich gültigen Aussagen. N ist voll- 
ständig (von zwei N-Aussagen H, — H liegt genau eine in N ), aber unentscheidbar (p. 31, 
Anm. 20) und auch nicht axiomatisierbar (p. 61). Axiomatisierbare Teiltheorien von N sind die 
Peano-Arithmetik P, unter der Voraussetzung, daß das Induktionsprinzip wie in Hilbert-Ber- 
nays, „Grundlagen der Mathematik“ (dies. Zbl. 9, 145) I, p. 286 und 371 als Axiomenschema ein- 
geführt wird. Eine endlich axiomatisierbare Teiltheorie von N ist die Theorie Q mit dem durch 
besondere Einfachheit ausgezeichneten Axiomensystem (S die Nachfolgerfunktion) 
DESBeESy>arR=yY. DEI ESTV. QI. #0 >Uyle=Sy). Q4.x +0 =. 

ab. 2 +Sy=S(@ + Y). 06. 2.0 =0. 97. 2-Sy=(z-y)+x. 

Jede nicht ‚axiomatisierbare Theorie ist unentscheidbar. Aber dieses Theorem ist nicht 
umkehrbar. P und @ sind Beispiele von axiomatisierbaren und wesentlich unentscheidbaren 
Theorien. @ ist im Gegensatz zu P endlich axiomatisierbar. Damit ist bewiesen das erste Haupt- 
theorem von It: Es gibt eine endlich axiomatisierbare Teiltheorie von N, die wesentlich un- 
entscheidbar ist. Dieses Theorem wird ergänzt durch ein zweites Haupttheorem, welches besagt, 
daß jede Teiltheorie von N unentscheidbar ist. Anschließend wird (p- 71) gezeigt (1) die Un- 
entscheidbarkeit der elementaren Theorien der (nicht-kommutativen und der kommutativen) 
Ringe, der geordneten und der geordneten kommutativen Ringe, ohne oder mit Einselement, 
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ü (2) die wesentliche Unentscheidbarkeit der nicht dieht geordneten Ringe und kommutativen 
Ringe, ohne oder mit Einselement. Unter der elementaren Gruppentheorie werde die Theorie @ 
verstanden mit der einzigen außerlogischen Konstanten » und den drei außerlogischen Axiomen 

G1. zo(yo2)=(zoy)o2z. G2 Uzla=yo2. G3. Hy(z=yoo). 
Die Menge der G-gültigen Ausdrücke sei die Konsequenzenmenge von {G 1, G 2, G 3} (die Menge 
der Ausdrücke, die von jedem Modell von {G1,G 2, G 3} erfüllt werden). 

In 111. wird, u.a, mit Hilfe des Nachweises, daß in der Arithmetik der ganzen Zahlen die 
Multiplikation definierbar ist mit Hilfe der Addition, der Teilbarkeit und der Eins, gezeigt, dab ( 
unentscheidbar ist, und mit @ auch jede Teiltheorie von @ mit der Konstanten von @. Hier- 


_ unter fällt (1) die elementare Theorie der auf G1 beschränkten Gruppoide, (2) die durch Modi- 


fizierung von G2 und G3 aus G hervorgehende elementare Theorie der Halbgruppen, (3) die 
elementare Theorie der freien Halbgruppen mit n Erzeugenden. 

. I enthält neben einer Erklärung aller Redeweisen, die im folgenden verwendet werden, 
eine Reihe von grundlegenden Theoremen allgemeiner Art, von denen die folgenden hier genannt 
seien: (1)# sei vollständig. Dann sind die drei folgenden Bedingungen für d äquivalent: (a) d ist 
unentscheidbar, (b) # ist wesentlich unentscheidbar, (e) # ist nicht axiomatisierbar. (2) 9,0, 
seien zwei Theorien, so daß ®, eine widerspruchsfreie Erweiterung von d,. Dann ist mit d, auch d, 
wesentlich unentscheidbar. Im ganzen werden zehn Theoreme dieser Art mitgeteilt. Die übrigen 
acht machen Gebrauch von Redeweisen, auf deren Erklärung hier mit Rücksicht auf den ver- 
fügbaren Raum hat verzichtet werden müssen. 

Für die Unentscheidbarkeitsbeweise kommen zwei Methoden in Betracht: eine direkte und 
eine indirekte. Die direkte Methode fußt auf der (unter den gleichmöglichen Präzisierungen mit 
Recht bevorzugten) Identifizierung der entscheidbaren Mengen mit den (allgemein) rekursiven. 
Diese Methode ist nur anwendbar auf Theorien mit einem hinlänglich starken zahlentheoretischen 
Rüstzeug. Die indirekte Methode besteht in der Zurückführung des Entscheidungsproblems für 
eine Theorie #, auf das Entscheidungsproblem für eine Theorie d,, für die das Problem schon 
gelöst ist. Sie ist bei weitem die wichtigere Methode, aber erst nachdem es gelungen ist, Theorien 
zu entdecken, die (1) wesentlich unentscheidbar sind wie die Peano-Arithmetik, (2) im Gegensatz 
zu dieser endlich axiomatisierbar. Ein Beispiel ist die unter II. besprochene Theorie Q. Auf diesem 
Wege ist von A. Tarski neben der in III. bewiesenen Unentscheidbarkeit der Gruppentheorie 
die Unentscheidbarkeit der Verbände, der modularen Verbände, der komplementär-modularen 
Verbände und der abstrakten projektiven Geometrien bewiesen worden. 

Die ungewöhnlich voraussetzungsvolle Darstellungstechnik in allen drei Teilen ist meister- 
haft. Der Text ist mit der Sorgfalt einer Musterleistung durchgearbeitet. Ebenso das ange- 
schlossene Register. Ref. ist auf keinen Druckfehler gestoßen. H. Scholz. 

MeNaughton, Robert: Some formal relative consisteney proofs. J. symbolie 
Logie 18, 136 —144 (1953). 

Terf. betrachtet eine Reihe von Kalkülen: T,, und /, sind Kalküle mit Variablen ?; des 
Typs i für alle i=1,...n. Die Variablen des Typs 1 beziehen sich auf natürliche Zahlen. 
Atomare Ausdrücke sind die der Hilbert-Bernaysschen Zahlentheorie Z, sowie die Ausdrücke 
7; € Yırı- Hieraus entstehen Ausdrücke durch aussagenlogische Verbindung und Quantifizierung, 
wobei alle vorkommenden Variablen quantifiziert werden dürfen. Die Axiome von T', sind die 
Axiome Z,,...,Z, von H ilbert- Bernays, sowie (für n > 1) die Extensionalitätsaxiom e und 
die Komprehensionsaxiome (4 Yırı) (#7) (2, £ Yırı = F (z,)), wobei F(x,) ein beliebiger Ausdruck 
ist, der y;., nıcht als freie Variable enthält. Die Indentität ist Grundbegriff für den untersten 
Typ; für höhere Typen wird sie durch Umfangsgleichheit definiert. I, unterscheidet sich yon dien 
dadurch, daß Z, abgeschwächt wird durch die Forderung, daß F(z,) nur Variable des Typs 1 
enthält, und daß die Komprehensionsaxiome nur verlangt werden für solche F(x,), die keine 
Variablen enthalten, deren Typ größer ist als i+1.1.,=-UL EB st ,=4h=2. Ist S 
irgendein Kalkül, so sei 8’ der Kalkül, der aus 8 entsteht dadurch, daß man neue Variablen 
& adjungiert, als neue atomare Ausdrücke die Ausdrücke #€x& hinzunimmt, wobei ß die bis- 
herigen Variablen des höchsten Typs sind, und als Axiome die neuen Möglichkeiten der Extensio- 
nalitätsaxiome und Komprehensionsax.ome hinzufügt. Wid($) sei der Ausdruck, der besagt. 
daß S widerspruchsfrei ist. Unter Rückgriff auf die klassische Untersuchung Tarskis zum 
Wahrheitsbegriff beweist Verf. u.a. Fy, Wid (8) > Wid (S’\. Fy, Wid (I). Fr, Wid (1,): 
L_ Wid (8) I) Wid (8”), falls $ die Zermelo-Fraenkelsche und 8” die von Neumann-Bermays- 

a | u ‚on Ergebnissen von I. Novak (dies. Zbl. 89, 246)]. 
sche Mengenlehre ist [unter Verwerdurg von Ergebrissen von 1. Novü ies. : A, 
Jeder Ausdruck, der nur Variablen des Typs 1 enthält und in I, beweisbar ist, ist schon in I, 
beweisbar (mit eirem Verfahren von Mostowski, dies. Zbl. 39, 276). H. Hermes. 


uine, W. V.: On w-ineonsisteney and a so-called axiom of infinity. J. symbo- 
lie Logic 18, 119—124 (1953). Bart 
Gegeben sei ein widerspruchsfreies deduktives System & auf der Basis der gewöhnlichen 


Aussagen- und Prädikatenlogik. Das System sei bezogen auf eiren festen Irdividuenb« reich ©, 
der u.a. die natürlichen Zahlen 0,1,2. ... entbält. Es gebe ein Verfahren, mit dessen Hilfe 
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man zu jeder Aussageform Y in einer Variablen und zu jeder natürlichen Zahl i einen Ausdruck #5 
konstruieren kann, derart, daß Y, genau dann wahr ist, wenn yw durch ‘ erfüllt wird. Weiter 
sei eine Aussageform ® in einer Variablen x gegeben, die interpretiert werden soll durch das 
Attribut, eine natürliche Zahl zu sein. Man sagt nach Gödel, daß © w-widerspruchsvoll ist, 
wenn es ein Y gibt, so daß , für jedes i ein Satz von © ist, und ebenfalls (Ax)(®Y). Verf. macht 
darauf aufmerksam, daß das Unbehagen, welches mit der Möglichkeit des Auftretens @-w;der- 
spruchsvoller Systeme verbunden ist, verschwindet, wenn man sich zu der Auffassung entschließt, 
daß man nicht von vornherein berechtigt ist, © in der angegebenen Weise zu interpretieren. Dann 
zeigt die Beweisbarkeit von (Hx) (®Y)nur, daß es außer den natürlichen Zahlen noch andere 
Dinge aus w gibt, die ® erfüllen. Verf. schlägt daher vor, den zu Mißverständnissen Anlaß 
gebenden Term „w-widerspruchsvo!l“ nicht mehr zu verwenden. Statt dessen nennt Verf. 
das System © „numerically insegrative“, wenn es zu jedem ®, für welches 2, für alle ö beweisbar 
ist, ein Y gibt. so daß Y, für jedes ö und (Hx) (D ) beweisbar ist. Ein solches System besitzt 
(bei der vorausgesetzten Wahl von » und der ®,) keine Übersetzung für das Attribut, eine natür- 
liche Zahl zu sein. In einem stärkeren System kann es natürlich eine solche Übersetzung geben, 
wodurch eine Feststellung von Rosser (dies. Zbl. 48, 5) ihre natürliche Erklärung findet. — 
Verf. exemplifiziert seine Auffassung insbesondere an seinem System „New Foundations“. 

H. Hermes. 

Kreisel, G.: On a problem of Henkin’s. Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 
56, 405—406 (1953). . 

Verf. löst das folgende von L. Henkin [J. symbolie Logie 17, 160 (1952)] stammende 
Problem: Bekanntlich läßt sich zu jedem Kalkül X, der eine Formalisierung der rekursiven 
Zahlentheorie gestattet, ein Ausdruck P mit der Gödelnummer g angeben, der aussagt, daß 
der Ausdruck mit der Gödelnummer q beweisbar ist. Ist P beweisbar oder unabhängig in K? 
Es zeigt sich, daß beide Fälle eintreten können, je nachdem, in welcher Weise die Beweisbarkeit 

in K ausgedrückt wird. Dabei werden für K die schwache &-Widerspruchsfreiheit und das De- 
duktionstheorem vorausgesetzt. In K gibt es einen Funktionsterm s(a, b) (= Nummer des Aus- 
drucks, der aus dem Ausdruck mit der Nummer 5 entsteht, wenn a für die einzige freie Variable 
von b eingesetzt wird) und Ausdrücke Bew (a, b) (a ist ein Beweis für b) und Bew (ce; a, b) (a ist 
ein Beweis für b aus c). (1) p sei die Nummer des Ausdrucks (E y) Bew(s(a, a); y, s(a, a)); 
q stehe abkürzend für s(p, p), Pa) für (Ey) Bew (g; y, a). Dann hat P(g) die Nummer q und 
istin X beweisbar. (2) pP, sei die Nummer des Ausdrucks (s(a, a) = s(a,a) — (E y) Bew (y, s(a, a))) 
& (s(a,a) = s(a,a) > (E y) Bew (y,e)), wo e die Nummer irgendeines in K unbeweisbaren 
Ausdrucks ist; g, stehe abkürzend für s(p,, ?ı), Pı(a) für (a = q,— (Ey) Bew(y, a)) & (a = 
> (Ey) Bew (y, e)). Dann hat P,(q,) die Nummer g, und ist in X unabhängig. Verf. weist 
auf eine von Henkin angegebene Vereinfachung der Konstruktion hin. W. Markwald. _ 

Soboeinski, Bolestaw: Note on a modal system of Feys-von Wright. J. comput. 
Systems 1, 171—178 (1953). 

A proof that Feys’ system Zand von Wright's system M are equivalent and 
possess infinitey many modalities. J.C. Shepherdson. 

Lukasiewiez, Jan: A system of modal logie. J. comput. Systems 1, 111—149 
(1953). 

Eine mit der Genauigkeit des Verf. ausgeführte Realisierung des in dies. Zbl. 
52, 10 f. referierten Programms, mit Resultaten, die jede künftige Bemühung um 
die noch immer auf das Stadium des Experimentierens beschränkte Modalitäten- 
logik zur Kenntnis zu nehmen und zu berücksichtigen haben wird. H. Scholz. 

Gilmore, P. €.: Griss’ eritieism of the intuitionistie logie and the theory of order. 
Proc. XIth Internat. Congr. Philosophy (Brussels, Aug. 20—26, 1953) 5, 98104 
(1.953). 

G.F.C. Griss hat in verschiedenen Arbeiten [Proc. Nederl. Akad. Wet. 4% 
(1944), 49 (1946), 53 (1950), 54 (1951); d’es. Zbl. 39, 241,43, 249,250] einen nega- 
tionsfreien Aufbau der intuitionistischen Mathematik gefordert. Das bedeutet die 
Beschränkung auf wahre Aussagen und erfüllbare Prädikate. Für eine Theorie der 
Ordnung ergeben ‚sich wegen des Axioms 7x <x Schwierigkeiten. Verf. zeigt 
ihre formale Beseitigung mit Hilfe des von Griss zugelassenen Begriffs der Unter- 
scheidbarkeit (HH v). Dabei ist wesentlich, daß der Ausdruck u 4: v einerseits 
erfüllbar, andererseits in der üblichen intuitionistischen Logik deduktionsgleich 
mit einem Widerspruch ist. Errata: 8. 101, 2.17 v. u. (Az) (8 x,) statt (H z,) 
(HT x,); 8.102, 2.13 und 17 v.o. # statt #, Z.18v.o. u +# vstatt v4 v. 

W. Markwald. 
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Heyting, A.: Espace de Hilbert et intuitionisme. Colloques internat. Centre 
nat. Rech. sci. 36, 59—64 (1953). 

Nach einigen prinzipiellen Bemerkungen über den Intuitionismus macht Verf. 
darauf aufmerksam, daß eine vollstetige und positiv definite reelle quadratische 
Funktion f(x) im Hilbertraum für |x| < 1 nur eine obere Grenze m, und im Gegen- 
satz zur klassischen Auffassung kein Maximum zu haben braucht. Eine hinreichende 
Bedingung für die Existenz eines Maximums ist m, > m,, wobei m, die untere 
Grenze der oberen Grenzen von f(x) unter allen linearen Nebenbedingungen (c, x) = 0 
darstellt. m, > m, besagt dabei, daß man eine rationale Zahl zwischen m, und m 
kennt. H. Hermes. 


Algebra und Zahlentheorie. 


Coxeter, H. S.M.: The golden section, Phyllotaxis and Wythoif’s game. 
Seripta math. 19, 135—143 (1953). 

Ansprechende Plauderei über den ‚‚goldenen Schnitt“ und seine Näherungs- 
zahlen und die aus diesen aufgebauten Scherz- und Spielfragen mit Angaben über 
ältere und neuere Literatur. J. E. Hofmann. 


Allgemeines. Kombinatorik: 


e Nasvytis, A.: Die Gesetzmäßigkeiten kombinatorischer Technik. (Wissen- 
schaftliche Normung, Bd. 3.) Berlin-Göttingen-Heidelberg: Springer-Verlag 1953. 
VIII, 103 S. DM 9.—. 

Andersen, Erik Sparre: Two summation formulae for product sums of binomial 
eoeffieients. Math. Scandinav. 1. 261—262 (1953). 


h 
ARE : a b R 
Deux solutions partieulieres dela sommation: a ; ) 2 S 2 k=1,2,3,..,n—1 
sont obtenues par induction sur k. 
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wur 98.. ul... „nt. A. Sade. 

Mendelsohn, N. $.: A problem in combinatorial analysis. Trans. Roy. Soc. 
Canada, Sect. III, III. Ser. 47, 21—26 (1953). 

L’A. traite le probleme des combinaisons avec repetitions et celui des permu- 
tations avec repetitions. Pour le premier il donne une formule explieite pour le 
nombre (, [akı,abs,...,ak] et pour le second une formule de recurrence peu 
le nombre P, [afı, ab,...,aft]). Les a, sont les nombres d objets en u. 
les k, indiquent combien de fois les a, sont repetes et Yindice r signifie la a 
ou la permutation rär. Ces problemes ont deja ete traites ; voir par exemple Netto, 
Lehrbuch der Kombinatorik, Leipzig 1927, pp. 20- 35. Il serait interessant de 
comparer les resultats de A. avec ceux de ses devanciers. in S. Bas | 

Moser, Leo: Note on a combinatorial formula of Mendelsohn. Trans. Roy. Soc. 
Canada, Sect. III, III. Ser. 47, 27 (1953). Aue PR | 

L’A. donne une preuve courte d’un r6sultat du m&moire pröeedent. S. Bays. 


Lineare Algebra. Polynome: 
e Ferrar. W. L.: Elemente der Algebra. München: R. Oldenburg 1953. 220 8. 
DM 14,80. 


x 

Lehrbuch der elementaren Algebra mit folgendem Inhalt: Funktionshegriff, 
Polynome und rationale Funktionen (allgemeine Theorie, Gleichungen, Kurven- 
diskussion), binomischer Lehrsatz, Rechnen mit Reihenentwicklungen, math. In- 
duktion, lineare Gleichungssysteme und Determinanten (bis zur 4. Ordnung). Durch 
zahlreiche Beispiele und Aufgaben dürfte es als Ergänzung zur Schulmathematik 
(Fertigkeit im formalen Rechnen, rechnerische Kunstgriffe) für Studienanfänger der 
Ingenieur- und Naturwissenschaften geeignet sein. Einige tieferliegende Sachver- 
halte werden ohne Beweis angegeben; Verf. ist bemüht, an Hand von Beispielen 
auf dabei auftretende Schwierig! eiten hinzuweisen. E. Lamprecht. 


Cherubino, Salvatore: Precisazione e rettifica di aleune osservazioni sulla teoria 
delle matriei infinite. Ann. Scuola norm. sup. Pisa, Sci. fis. mat., III. Ser. 7, 217 — 
218 (1953). 

Vgl. dies. Zbl. 41, 6. 

Rumney, Max: Equations in polynomials. Math. Gaz. 37, 261—264 (1953 

Außer längst bekannten Ergebnissen über den größten gemeinsamen Teiler 
ganzzahliger oder rationalzahliger Polynome gibt Verf. den Satz: Sind A, B zwei 
rationalzahlige teilerfremde Polynceme, P ein Polynom, die (U, V,) Lösungspaare 
von AU+BV=P, 1sjsn+l, die H,(U,V), 1sSksn+ 1, homogene 
Polynome des Grades n in den Veränderlichen U, V, so gilt für die Determinante 
I7,(U,V,)|, daß sie = 0 mod Prin+D2 ist. L. Holzer. 

Shapiro, V. L.: A theorem on a special class of near -Vandermonde determinants. 
Amer. math. Monthly 60, 697—699 (1953). 

Verf. zeigt, daß die n-reihige Determinante A, mit der ersten Zeile 1,2,... 
(2-1), n und der :-ten Zeile (.>1):1, 226-2, 326),.. „(a — 1-2, 2222 
für unendlich viele Werte von n nicht verschwindet. L. Holzer. 

Huff, Charles W.: On pairs of matrices (of order two) A, B satisfying the eon- 
dition ele®= eAt® + e®eA. Rend. Circ. mat. Palermo, II. Ser. 2, 326—330 (1953). 

Der Verf. erhält eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß zwei 
Matrizen X, Y des Grades 2 der Gleichung eXef =e4Xt+Y mit eXef=eYeX 
genügen. Diese Arbeit ist also eine Ergänzung der Arbeit von Frechet (dies. Zbl. 
47, 18), die die Lösungen von eXef=eft+Y=eFYeX angibt. K. Shoda. 

Kakar, A. G.: Non-commuting solutions of the matrix equation exp (X + Y) 
= exp X exp Y. Rend. Circ. mat. Palermo, II. Ser. 2, 331—345 (1953). 

Diese Arbeit schließt sich an die Arbeit von Fr&chet (dies. Zbl. 4%, 18) an. 
Der Verf. betrachtet nämlich die Lösungen von eX ef = eX+Y — eY eX und die von 
eXeY=eXtY-+eYeX durch Matrizen beliebigen Grades, und zwar unter der 
Beschränkung, daß die durch X, Y erzeugte Matrizenalgebra irreduzibel ist. 

K. Shoda. 

Brauer, Alfred: Bounds for charaeteristic roots of matrices. Nat. Bur. Stan- 
dards, Appl. Math. Ser. 29, 101—106 (1953). 

Verf. verschärft seine früheren Ergebnisse über Lemniskatenbereiche, die die 
Eigenwerte von Matrizen mit überwiegender Diagonale enthalten (vgl. insbes. dies. 
Zbl. 48, 10). Der Kern ist die Bemerkung, daß in den früheren Ungleichungen für 
die Größe La die Zahl [axa| 2 la;.| en; a, | = jax»| Ei = \Qxo Qrel En = |Qxo Art Axr Qo| 


eingesetzt werden darf @ HA; vExr;0 #4; + 4,). H. Wielandt. 

Medlin, Gene W.: On bounds for the greatest characteristie root of a matrix 
with positive elements. Proc. Amer. math. Soc. 4, 769—771 (1953). 

Ein Datz von A. Brauer (dies. Zbl. 48, 10) wird unter Beschränkung auf Matri- 
zen A mit positiven Elementen verschärft durch Benutzung der von Ostrowski 
(dies. Zbl. 46, 13) gefundenen unteren Schranke für den Quotienten zweier Kompo- 
nenten des zur Maximalwurzel von A gehörigen Eigenvektors. ER Wiclandt. 


au; 


Chamberlin, Eliot and James Wolfe: The eritie: ints of certai i 
NEN e eritical points of certain polynomials. 

Bei Polynomen der Gestalt p,,.(2) = (? + DE — a): :-(2—a), n= 2k+I 
mit reellen a,, liegen offenbar alle Nullstellen der Ableitung p} Bohn. fest, bis Br 
zwei. Diese könnten reell oder komplex sein. In dem Buch von ET Walsh Loca- 
tion of Critical Points (dies. Zbl. 41, 41) wurde im Sonderfall k = 4 eine hinreichend 
Bedingung dafür gegeben, daß sie komplex werden. Hier wird für allgemeines k 
gezeigt, daß sich ein Intervall [ö,y] der reellen Achse in Abhängigkeit von k an- 
geben läßt derart: Wenn alle reellen Nullstellen von p,,(2) dem Intervall [ö, y] an- 
gehören, dann müssen die beiden „nichttrivialen“ Nullstellen von p,x(2) komplex 
sein. Umgekehrt können „kleinste“ Intervalle mit linkem Endpunkt 2= 0 auf- 
gezeigt werden, welche nicht mehr komplexe Lage jener beiden Stellen zu erzwingen 
vermögen. E. Ullrich. 


Gruppentheorie: 


_  Croisot, R.: Demi-groupes inversifs et demi-groupes r&unions de demi-groupes 
simples. Ann. sci. Ecole norm. sup., III. Ser. 70, 361—379 (1953). 

L’A. &tudie l’interd&pendance de certaines conditions imposdes & un demi-groupe D, parmi 
lesquelles fıgurent les conditions (m, n) definies par: x €_D entraine l’existence de yED tel 
que 2= x" yan. 2 obtient ainsi les r&sultats exprimes dans la classification suivante: a) La 
propriöt& D est r&union de groupes se traduit par l’une des conditions @quivalentes: (m, n) avec 
m =2, »>2; ‚da, n) avec n >2; (m,1) avee m > 2; tout ideal J ä& gauche, & droite, ou 
bilatere, est semi-premier, c. & d. x" €I entraine z€I. b) La propriöte D est inversif & gauche, 
ou (0, 2), se traduit par l’une des conditions &quivalentes: (0,n) avecn > 2; tout ideal A gauche 
est semi-premier; D est r&union de demi-groupes simples ä gauche. c) La propriet& D est in- 
versif ä droite, ou (2, 0), se traduit par les conditions symetriques des pr&cedentes. d) La pro- 
priete (1, 1) definit les demi-groupes in zersifs de G. Thierrin (ce Zbl. 42, 253). e) La propriet6 
D est r&union de demi-groupes simples equivaut ä: tout ideal bilatere de D est semi-premier. 
En ajoutant ä& ces conditions la suivante f} D est reunion de demi-groupes simples inversifs, on 
a les impliations: abe gg; aeg a fe fie. L’A. fournit des exemples 
montrant que toutes ces conditions sont distinctes. La suite du m&moire est consacree aux demi- 
groupes satisfaisant la condition (m, n), avec unicite, e’est-ä-dire que l’&El&ment y qui figure dans 
la definition est suppos® unique. L’A. montre que les seuls demi-groupes inversifs avec unicite 
sont les groupes (th. 6), que les seuls demi-groupes inversifs A gauche avec unicit€ sont les groupes 
ä gauche (ou demi-groupes verifiant l’axiome des quotients & gauche et la regle de simplification 
ä droite) et que les demi-groupes verifiant l’une des conditions (m, n), avec m21,n 21, 
sont les groupes. Puis il &tudie les demi-groupes verifiant la condition (m, n), avec r&ciprocite 
des elöments x et y qui figurent dans la definition. Ü’est ainsi que les demi-groupes inversifs 
avec r&ciprocite sont les demi-groupes compl&tement simples (th. 8); il en est de m&me des demi- 
groupes inversifs ä gauche avee reciprocite. Enfin I’A. introduit la proprict& d’antirdeiproeite 
qui exprime que x et y ne peuvent ötre r&eiproques que dans le cas z=y. Il determine les 
demi-groupes v£rifiant avec anti-röciprocit@ la condition (m, n) dans le cas m>21, n 2], 
m+n>3. Certains des rösultats de ce travail ont te obtenus indöpendamment par A.H. 
Clifford (re Zbl. 55. 250) et O. Andersen (Thöse non publiee, Hamburg 1952). 

L. Lesieur. 

Curzio, Mario: Su di un particolare isomorfismo di struttura. Ricerche Mat. 
2, 288—300 (1953). 

Ist @ eine Gruppe, so sei $(G) der Verband aller Unterscharen von @, wobei 
unter Unterschar jede Untergruppe und jede Restklasse nach einer Untergruppe ver- 
standen sei. Ein Teilverband von S(G) ist der Verband L(G) aller Untergruppen 
von G. Die Translatiinen > xa bzw. zo>a% bewirken Verbandsautomor- 
phismen von S(G), wie die Automorphismen von @ Verbandsautomorphismen von 
L(G) induzieren. Sind @ und G’ Gruppen, so folgt also aus der Verbandsisomorpbhie 
von S(G) und $S(@’) auch die Verbandsisomorphie von L(G) und L(@’); doch kann 
man ein Beispiel einer abelschen Gruppe G und einer nicht-abelschen Gruppe @’ 
leicht angeben derart, daß S(G) und $(G’) isomorph sind. R. Baer. 

Sänchez-Diaz, Rafael: Definition of group involving quasiinverse elements. 
Proc. Amer. math. Soc. 4, 424—428 (1953). 
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Es sei G ein Gruppoid und a eines seiner Elemente. Verf. nennt dann rechtes 
(linkes) quasi inverses Element von a ein Element a’ (a) derart, daß (bo)aa= b 
(a(a b) = b) für jedes Element b von @. Auf Grund dieser Definition werden drei 
Gruppen voneinander unabhängiger Postulate für Gruppen und vier für Abelsche 
Gruppen aufgestellt, wobei hervorzuheben ist, daß genannte Postulate nicht das 
Einheitselement benötigen. R. Permutti. 

e Kurosch, A. 6.: Gruppentheorie. Mit einem Anhang von B. H. Neumann. 
(Mathematische Lehrbücher und Monographien. I. Abt. Band III.) Berlin:. Aka- 


demie-Verlag 1953. XI, 418 S. DM 28,—. x 
Dieses Buch ist die erste deutsche Übersetzung der 1944 erschienenen 1. Auflage des in 
Rußland erschienenen, grundlegenden Werkes des Verf. Über die hohe Qualität der Arbeit 
braucht man angesichts des Namens des Autors, der ja selbst durch eigene Forschungen viel 
zur Bereicherung der Gruppentheorie beigetragen hat, kein Wort zu verlieren. Bedauerlich ist 
nur, daß es dem Verlag nicht möglich war, der Übersetzung die inzwischen erschienene, erwel- 
terte 2. Auflage (dies. Zbl. 57, 18) zugrunde zu legen. Dagegen ist ein in der russischen Aus- 
gabe nicht enthaltener, außerordentlich wichtiger Anhang von B.H.Neumann beigefügt. 
An Kenntnissen setzt das Buch bei dem Leser nur voraus: Elemente der höheren Algebra, ele- 
mentare Zahlentheorie und Grundlagen der Mengentheorie. Der Leser wird in fast alle Teil- 
gebiete der Gruppantheorie eingeführt, nur drei Teilgebiete läßt der Verf. außer Betracht: die 
Theorie der endlichen Gruppen, die Gruppen, die durch definierende Relationen erzeugt werden 
und die Darstellungstheorie mit der Theorie der Charaktere. Immerhin bringt das Buch auch 
aus diesen Teilgebieten gelegentlich Einzelheiten, z. B. Existenz von Sylowgruppen in endlichen 
Gruppen usw. Im ersten Kapitel werden die Axiome der Gruppentheorie behandelt, wobei 
$ 4 der besonders wichtigen Axiomatik von Baer und Levi gewidmet ist. In den nächsten drei 
Kapiteln werden die grundlegenden Begriffsbildungen wie Untergruppen, Normalteiler, defi- 
nierende Relationen, Automorphismen, Endomorphismen, Reihen von Untergruppen behandelt. 
Es folgt ein Kapitel über abelsche Gruppen mit endlich vielen Erzeugenden, dann die Theorie 
der direkten Produkte und die Theorie der Gruppenerweiterungen. In Kap. 7 werden die auf- 
lösbaren Gruppen, die p-Gruppen und mit diesen zusammenhängende Fragen behandelt. Kap. 8 
bringt die Theorie der primären abelschen Gruppen und die dahin gehörigen Sätze von Prüfer 
und Ulm. Anschließend folgt im Kap. 9 die Theorie der torsionsfreien und gemischten abel- 
schen Gruppen, wobei der Körper der p-adischen Zahlen eingeführt wird. Im 10. Kap. werden 
freie Gruppen und freie Produkte behandelt. Da die Theorie der Verbände für viele gruppen- 
theoretische Untersuchungen in neuerer Zeit wichtig geworden ist, wird im 11. und letzten Ka- 
pitel ein Abriß der Theorie der Verbände gegeben und ihre Beziehung zur Gruppentheorie er- 
läutert. In einem Schlußwort gibt der Verf. nochmals einen großangelegten Überblick über die 
allgemeine Gruppentheorie, ihre Probleme und ihre Bedeutung in den verschiedenen Disziplinen 
der Mathematik. In einem Anhang gibt B.H. Neumann eine Theorie des verallgemeinerten 
freien Produktes (diese wichtige Begriffsbildung stammt von B.H. und Hanna Neumann), 
sowie von G. Higmann aufgestellte Beispiele von Gruppen, die mit einer ihrer echten Faktor- 
gruppen isomorph sind. — Das Buch bildet offenbar nicht nur eine sehr erwünschte Bereicherung 
unserer gruppentheoretischen Literatur, es erfüllt sogar ein vorliegendes Bedürfnis, indem es 
eine Vielfalt von Material, die man bisher in einzelnen Abhandlungen verstreut suchen mußte, 
geordnet und im Zusammenhang vorträgt. O. Grün. 


Kaloujnine, Leo: Über gewisse Beziehungen zwischen einer Gruppe und ihren 
Automorphismen. Ber. Math.-Tagung, Berlin 14. 1.—18. 1.1953, 164—172 (1953). 

& sei eine Gruppe, A eine Automorphismengruppe von ®. Verf. bezeichnet die Gruppe 
aller unter X invarianten Elemente € & als das A-Zentrum 3(6; W von &. Ist A die Gruppe 
der inneren Automorphismen von ®, so ist 3(6; %) das Zentrum von & im üblichen Sinne, so 
daß also obige Begriffsbildung als Verallgemeinerung des Begriffes des Zentrums angesehen werden 
kann. Entsprechend wird der Begriff der Kommutatorgruppe von & verallgemeinert: die von 
allen a®* a, ae G,x EN erzeugte Gruppe heiße die Y-Kommutatorgruppe K(G;W) von &; 
wenn X die Gruppe der inneren Automorphismen von ® ist, so ist K(®; W) die Kommutator- 
gruppe im üblichen Sinne. Beide neuen Begriffsbildungen können offenbar dazu benutzt werden. 
die Begriffe der auf- und absteigenden Zentralreihen von ® entsprechend zu verallgemeinern. 
In © sei eine Kette von Untergruppen & — 292°. 29m =1 gegeben; m heiße die 
Länge der Kette. In der Automorphismengruppe von & sei A die Untergruppe derjenigen 
Automorphismen, die für jedes ©=1,...,m jede rechte Restklasse von 9:-1/9; (und dann 
also auch jede linke) invariant lassen; X werde als die Stabilitätsgruppe der Kette 9%, De 
und mit Stab. (6=%2 912°°:29,=1) bezeichnet. Für jede Untergruppe & von 
Bl = Stab. = 92-::29,=1) heiße die Kette ®, Ds. 0m eine E-Zentralreihe. Ist 
A die Gruppe der inneren Automorphismen, so ist die zugehörige Kette eine aufsteigende Zen- 
tralreihe im üblichen Sinne. Entsprechend erhält man die verallgemeinerte absteigende Zentral- 
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reihe: 8,(6; 6) = 6, 8,(6; &) = KK; (6; 6); ©. & wird C-nilpotent genannt, wenn die ab- 
steigende C-Zentralreihe mit 1 schließt. (6; E) ist stets Normalteiler von S;-,(8; &). Die 
Frage, ob 8,(®; €) auch immer Normalteiler von & ist wie im Falle der inneren Automor- 
phismen, bleibt offen. Verf. beweist eine Anzahl interessanter Sätze, von denen besonders 
erwähnt seien: „Die Glieder 9,9, -.. der Kette = 9292:''29m =1 seien sämt- 
lich Normalteiler von ©; dann ist die zu dieser Kette gehörige Stabilitätsgruppe B nilpotent 
im üblichen Sinne und ihre Klasse ist < m — 1.“ „Die Stabilitätsgruppe einer Kette von der 
Länge m ist auflösbar von einer Stufe S m — 1.“ „Ist ® eine Automorphismengruppe von ©, 
für die & B-nilpotent ist, und besteht die absteigende B-Zentralreihe von & aus Normalteilern 
von ®, so ist X,(®; ®) nilpotent im üblichen Sinne und die Reihe K,(6; B), K,(6; B),... 
ist eine Zentralreihe von K,(6; B).“ O. Grün. 

Baeva, N. V.: Vollständig faktorisierbare Gruppen. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. Ser. 92, 877—880 (1953) [Russisch]. 

Eine Gruppe ® heißt vollständig faktorisierbar, wenn es zu jeder Untergruppe A 
mindestens eine Untergruppe D gibt mitt AD = G, ANDd=1. Jede vollständig 
faktorisierbare Gruppe besitzt eine abelsche Kommutatorgruppe. Bilden die Ele- 
mente 4,, B, (x und x durchlaufen irgendwelche Indexmengen) ein Erzeugenden- 
system und bestehen die Relationen A, A; = 4; A.. B, B, = B, B,, AM — BY —1 
(Ps 9x Primzahlen) sowie B,' A, B, = A4°* mit 
kr —=1, wenn p, = 1(mod q,), =1 oder g(ra-D/e, wenn p,=1 (mod. 4), 
wobei g eine Primitivwurzel mod. p, bedeutet, so entsteht eine vollständig faktorisier- 
bare Gruppe. Umgekehrt läßt sich jede solche Gruppe in dieser Form erzeugen. 
— Von den weiteren Sätzen seien die folgenden genannt: Eine lokal-normale Gruppe 
ist dann und nur dann vollständig faktorisierbar, wenn sie isomorph ist zu einer 
Untergruppe eines direkten Produktes endlicher Gruppen von quadratfreien Ord- 
nungen. Eine Gruppe mit aufsteigender Normalreihe, deren Faktorgruppen lauter 
verschiedene Primzahlordnungen besitzen, ist vollständig faktorisierbar. 

R. Kochendörffer. 

Cernikov, S.N.: Gruppen mit Systemen von ergänzbaren Untergruppen. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 92, 891—894 (1953) [Russisch]. 

In einer Gruppe ® sei ein System S von Untergruppen ausgezeichnet. & heißt 
bezüglich S faktorisierbar, wenn es zu jeder Untergruppe X aus S eine Untergruppe ® 
gibt mit G = AB und Un ® = 1. Zunächst werden abelsche Gruppen betrachtet, 
und es wird untersucht, wann diese bezüglich ihrer Servanzuntergruppen faktori- 
sierbar sind. Besitzt & eine aufsteigende Normalreihe mit vollständigen abelschen 
Faktorgruppen und ist & faktorisierbar bezüglich des Systems aller vollständigen 
abelschen Untergruppen, dann ist & selbst eine vollständige abelsche Gruppe. 
Weitere Sätze beschäftigen sich mit Gruppen, die bezüglich des Systems aller abel- 
schen Untergruppen faktorisierbar sind. Schließlich wird der Fall betrachtet, daß 
S aus sämtlichen Normalteilern von @& besteht. In diesem Fall ist z. B. & dann und 
nur dann vollständig faktorisierbar, wenn es eine anfsteigende Normalreihe gibt, 
deren Faktorengruppe Primzahlordnung besitzen. R. Kochendörffer. 

Zavalo, 8. T.: [’-freie Gruppen mit Operatoren. Mat. Shbornik, n. Ser. 33 (75), 
399—432 (1953) [Russisch]. 

Die lie pen, enthält eine ausführliche Begründung der in einer frü- 
heren Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 46, 21) angeführten Ergebnisse und weitere Einzel- 
heiten über zulässige Untergruppen und über den Rang freier een 

R. Kochendörffer. 

Carin, V. 8.: Über die Automorphismengruppen gewisser Klassen von auf- 
lösbaren Gruppen. Ukrain. mat. Zurn. 5, 363—369 (1953) [Russisch]. - 

Untersucht werden vollständige Automorphismengruppen einiger Klassen von auflösbaren 
Gruppen. (Dabei heißt eine Gruppe G vollständig, wenn für jedes n und für jedes Kae G die Glei- 
chung x" = a lösbar ist). Folgende vier Sätze werden bewiesen: 1. Eine vollständige Gruppe, 
die Automorphismengruppe einer auflösbaren Gruppe von endlichem Rang ist, ist selbst auf- 
lösbar. (Der Rang ist dabei im Sinne vom Mal’cev zu verstehen: Eine Gruppe hat den Rang r, 
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wenn jede Untergruppe mit endlich vielen Erzeugenden von r Erzeugenden erzeugt a 
kann.) 2. Eine vollständige Automorphismengruppe einer nilpotenten Gruppe von 7 r em 
Rang ist selbst nilpotent. 3. Hat eine auflösbare Gruppe @ eine auflösbare Reihe, deren Faktoren 
abelsche Gruppen sind, die eine Erweiterung einer endlichen abeischen Gruppe durch eine tor- 
sionfreie Gruppe von endlichem Rang sind, so ist eine vollständige Automorphismengruppe einer 
solchen Gruppe @ nilpotent, torsionsfrei und von endlichem Rang. 4. Es sei @G eine auflösbare 
Gruppe mit einer auflösbaren Reihe mit Faktoren vom folgenden Typus: Die periodische Unter- 
gruppe ist ein direktes Produkt von endlich vielen endlichen zyklischen Gruppen und endlich 
vielen Gruppen vom Typus 9%, und die Faktorgruppe ist von endlichem Rarg. Eine vollständige 
Automorphismengruppe von @ ist dann eine Erweiterung einer vollständigen abelschen Gruppe 
durch eine vollständige, torsionsfreie, nilpotente Gruppe von endlichem Rang. L. Kaloujnine. 

Huppert, Bertram: Monomiale Darstellung endlicher Gruppen. Nagoya math. 
J. 6, 93—94 (1953). 

Die endliche Gruppe ® besitze einen auflösbaren Normalteiler N mit lauter 
abelschen Sylowgruppen. Ferner sei die Faktorgruppe G/N überauflösbar (d.h. 
sie besitze eine primzahlstufige Hauptreihe). Dann läßt sich jede irreduzible Dar- 
stellung von & auf monomiale Gestalt transformieren. Dieses Kriterium umfaßt 
Sätze von Zassenhaus (dies. Zbl. 11, 103) und N.Itö (dies. Zbl. 46, 23). Wie 
Verf. bemerkt, besitzt jede endliche Gruppe genau einen minimalen Normalteiler 
mit überauflösbarer Faktorgruppe. R. Kochendörffer. 

Itö, Noboru: On finite groups with given conjugate types I. Nagoya math. .J. 
6, 17—28 (1953). 

Zu einer vorgegebenen endlichen Gruppe & betrachtet Verf. alle Zahlen n, (n, > n, >» 
...>n,„—= 1), welche als Indizes der Zentralisatoren von Elementen aus © (d.h. als „Rlassen- 
längen“) auftreten. (N,s,...,n,) heißt der „Typ von 6“. Verf. kündigt die Untersuchung 
der Typen (n,,1), (n,,n,,1) und (n,,n,,n,,1) an. — Nach Vorbemerkungen ($ 1) wird in $2 
gezeigt, daß alle Zentralisatoren (fundamental subgroups genannt) einer Gruppe © vom Typ 
(n,,1) abelsch und invariant sind. Daher sind die Gruppen vom Typ (r,, 1) nilpotent. Die Be- 
trachtung ist somit zurückgeführt auf die Untersuchung der Gruppen vom Typ (p®, 1), p Primzahl. 
Von diesen wird gezeigt ($ 3), daß sie einen abelschen Normalteiler X besitzen, dessen Faktor- 
gruppe G/A den Exponenten p hat. Insbesondere ist & für p= 2 zweistufig metabelsch. 
In $ 4 untersucht Verf. solche ®, deren Zentralisatoren von Elementen keinen Zentralisator echt 
enthalten und in keinem Zentralisator = & echt enthalten sind. Dann sind alle Zentralisa- 
toren abelsch. Wird noch vorausgesetzt, daß © nicht einfach ist und kein Zentrum hat, so ist & 
zweistufig metabelsch von sehr spezieller Struktur. In $5 beweist Verf. in Verallgemeinerung 
eines Ergebnisses von Cunichin (dies. Zbl. S, 244): Sind p und g Primteiler der Ordnung von & 
und ist jedes n, teilerfremd zu p oder g, so ist & p-nilpotent oder g-nilpotent, d.h. es gibt ein 
invariantes 9- oder g-Sylowkomplement [im Sinne von P. Hall, J. London math. Soc. 3, 98—105 
(1928)]. Die Beweise in dieser interessanten Arbeit sind recht schwierig und benutzen vielfach 
tiefliegende Hilfsmittel. B. Huppert. 


Greco, Donate: Su aleuni gruppi finiti che sono somma di einque sottogruppi. 
Rend. Sem. mat. Univ. Padova 22, 313—333 (1953). 

Eine endliche Gruppe & wird als Summe ihrer Untergruppen &, + &, +: - 
++6&,= © bezeichnet, wenn die Menge der Elemente der linken Seite gleich 
der der rechten Seite ist und das bei Weglassung einer der Gruppen G,, O2 
nicht mehr gilt. Verf. untersucht die als Summe von fünf Untergruppen darstellbaren 
Gruppen mit der einschränkenden Bedingung: 6,0 6, = 8. I&m, ,m =1....,5, 
d.h. die Untergruppen haben zu je zwei verschiedenen den Durchschnitt 9. Es 
gelingt Verf., die mit dieser Bedingung als Summe von fünf Untergruppen darstell- 
baren Gruppen zu charakterisieren. O.Grün. 


Higman, D.G.: Focal series in finite groups. Canadian J. Math. 5, 477—497 
(1953). 

Verf. befaßt sich mit folgendem allgemeinen Problem: @ sei eine endliche Gruppe, & eine 
Untereruppe von ®, deren Lage in & bekannt sei: was kann man daraus für die Struktur von & 
schließ>n ? Z. B. weiß man aus einem Satz von Frobenius: Ist S sein eigener Normalisator in & 
und hat © mit jeder zu & in & konjugierten Gruppe den Durchschnitt 1, so enthält & einen 
Normalteiler N, e ist NS =, RAS =1. Verf. hat sich also mit der allgemeinen Frage- 
stellung ein sehr interessantes und wichtiges Problem gestellt. Zur Durchführung seiner Unter- 
suchung benutzt er den von ihm geschaffenen, sehr brauchbaren Begriff der „focal series‘‘ von 
Sin 6;,5=6, ‚„„S = Gruppe erzeugt von allen Kommutatoren ec = (s,g), eund s € ,6, 
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g € 6, i —=(), 1, u. die Reihe ;S, @=0,1,... bezeichnet Verf. als die focal series von S in ©; 
ist für irgendein ö die Gruppe ;©S = 1, so werde S als hyperfokal in & bezeichnet. Verf. be- 
weist folgende Verallgemeinerung eines bekannten Satzes von Burnside: Ist © hyperfokal in & 
und der Index von © in Ö prim zur Ordnung von ©, so existiert ein Normalteiler N von & mit 
NS=G6, NNS=1. Im Mittelpunkt der Untersuchung steht folgender Satz des Verf.: 
a sei eine Menge von Primzahlen und Rx) die Untergruppe von ®, die von allen Elementen € & 
erzeugt wird, deren Ordnungen keinen Primteiler aus x enthalten; wenn für irgendein ? alle 
Primteiler von [S:,©] enthält, dann teilt jeder Primteiler von [P() N S: Bm) M ©] auch 
[Blr): Plz) N ©]. Verf. erweitert und verschärft verschiedene Sätze des Ref. O.@rün. 

Szele, T.: On non-countable abelian p-groups. Publ. math. Debrecen 2, 300 — 
301 (1953). 

Nach Prüfer, Ulm, Kurosch, Kulikov ein Beispiel für eine überabzählbare 
primäre Gruppe ohne Elemente von unendlichem Höhenexponenten, die nicht in 
eine direkte Summe zyklischer Gruppen zerlegbar ist. Es handelt sich um die bereits 
von Kurosch betrachtete Gruppe; nur der Nachweis obiger Eigenschaften ist 
etwas einfacher, und es ist hervorzuheben, daß Verf. außerdem zeigt, daß es 
bereits Gruppen dieser Eigenschaft der Mächtigkeit x, gibt — wie übrigens bei Ref. 

H. Ulm. 

Douglas. Jesse: On the basis theorem for finite Abelian groups. IV. Proc 
nat. Acad. Sci. USA 39, 307—310 (1953). 

[Teil I-III itid. 37, 359—362, 525—528 (dies. Zbl. 48, 258) und 611—614 
(1951).] Verf. nennt eine primäre Gruppe p’-Gruppe, wenn p* die maximale Ord- 
nung der Gruppenelemente ist. Beweis des Basissatzes für endliche primäre 
abelsche Gruppen: Ist @ eine p*-Gruppe, so ist die Untergruppe G, der Elemente 
vom Höhenexponenten > 1 eine p?-!-Gruppe. Bilden p&,...,P%, WO x,€6@ 
eine Basis von @,, so bilden x,,..., x, nach Ergänzung durch geeignete Gruppen- 
elemente der Ordnung p eine Basis von G. — Der Beweis ist übrigens bei leichter 
Modifikation auf p-Gruppen beliebiger Mächtigkeit übertragbar. H. Ulm. 


Taylor, Robert L.: Compound group extensions. I. Continuations of normal 


homomorphisms. Trans. Amer. math. Soc. 75, 106—135 (1953). 

The following definitions are introduced. (All groups are written additively except for 
groups of automorphisms.) A normal homomorphism, denoted by ®:K —>G, of a group K into 
a group @, with kernel X, is a homomorphism such that DK is a normal subgroup of@. Let Q 
denote G/DK. A continuation (E,®) of D:K —G is a group extension E of Q by K, together 
with a homormophism ®:E—@G which induces the identity mapping of @ = E/K onto 
Q=G/DK and is such that DK = ®:K —G. A pseudo-module (B, 6) is a pair of homo- 
morphisms, ®:K —@ which is normal, and 6:G > Ay(K)/c(X) which is a modular structure 
on ®:K —G, i.e. a homomorphism satisfying certain commutativity conditions and mapping 
G into the group A, (K)/e(X) of all automorphisms of K which map X onto itself, reduced 
modulo those automorphisms which are induced by conjugation of K by elements of X. Evidently 
a continuation (E,®) of ®:K — 6 gives rise to such a modular structure on P, in a natural way, 
and an extension of a pseudo-module (#, 0) is a continuation of D:K —@ which determines 
the modular structure d. Since a crossed (G, ®)-module (cf. J.H.C. Whitehead, this Zbl. 40, 
388) isa particular example (where X C the centre Z, of K) of a pseudo-module (®, 0), extensions 
of erossed modules have been defined. The stı dy of continuations of a normal homomorphism 
obviously first reduces to the study of extensions of a pseudo-module. With each extension of 
a pseudo-module is associated in a natural 1-1 fashion an extension of a crossed module, and 
for these it is proved firstly that a crossed module is extendible if and only if its obstruction 
(cf. S.Maclane and J. H.C. Whitehead, this Zbl. 35, 390) is zero, and secondly that ‚the 
cohomology group H?(Q, X) acts as a simply transitive transformation group on the set of all 
isomorphism classes of extensions of the erossed module (®, 0). A choice of a particular isomor- 
phism class of extensions as „base point‘ thus gives a classification of extensions of a crossed 
module in terms of H?(Q, X). These theorems carry back to pseudo-modules, on whose isomor- 
phism classes of extensions H?(Q, X rZ;,) acts as a simply transitive transformation group, 
and whose obstructions are defined as the obstructions of the corresponding. crossed modules 
(so that a pseudo-module is extendible if and only if its obstruction is zero). Finally the isomor- 
phism classes of continuations (E,®) of a normal homomorphism ®:K — G are shown to be 
in a 1-1 correspondence with the disjoint union of the sets of isomorphism classes of extensions 
of the pseudo-module (9, 9). for all modular structures don ®:K >@. The results on pseudo- 
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modules generalise those of S.Maclane and S. Eilenberg (this Zbl. 29, 341) on group exten- 
sions with non-abelian kernels; in fact a Q-kernel can be regarded on the one hand as a crossed 
module (cf. S.Maclane, this Zbl. 39, 257) and on the other hand as a pseudo-module (®, 6) 
with@=0, DBK=0 and X =K. In this connection see also A. P. Cobbe (this Zbl. 45, 302). 

W.H. Cockeroft. 
Taylor, Robert L.: Compound group extensions. II. Trans. Amer. math. Soc. 

75, 304—310 (1953). ER 
(Cf. part I, previous review for relevant definitions.) Let 7’ denote a pair of doubly infinite 
exact sequences of (additive but not necessarilly abelian) groups and homomorphisms (R;; 
0:R; > Rn), 0, +1, —2, +3, +4,..., and (855 05:8; > S;41), Z 0, +1, +2, + PREEr 
in the first of which there is a „gap“ at i—= 2, and for which there exists a system of homo- 
morphisms ß,:R.—> 8%, k+#2, such that = no» k#2, 51h R=0 On as 
a normal subgroup of R, and ß,[e3? (0)] C 0,(8,). A completion of T is a group R, together 
with homomorphisms 0,:R,— Rz, 05:R,—> R;, Pa :R,— 8, such that the completed system 
(R,; 0,) is exact, and such that 0, fr = Pr+ı 0, k=0, +1, +2,... In the theorems reviewed 
immediately above, the author defines, in relation to groups L, M, P and homomorphisms 
t:P—L, B:M —L, the graph of r rel. ß to be the quartet (J', &, ,, 77,) where I’is the subgroup 
of elements (p, m), of the directtsum P + M,suchthat rp= m, and e:P1(0) > I’, m:1—P, 
and 7,:1'— M are homomorphisms defined by em = (0, m), ,(p,m) =p, n,(p, m) = m. 
Take L=0'(0, M=S, P=o!(0), r=B,los'(0), B=0o, and let o,Pı:R, — 0%: (0) 
induce (0, P)ar: Zı/0o R,— %' (0). The author proves that there exists a natural 1-1 corres- 
pondence between the isomorphism classes of completions of 7 and the isomorphism classes 

of continuations of the normal homomorphism & (0, Pr) a: Kı/0o Ro > I". W. H. Oockcroft. 


Hochschild, G. and J.-P. Serre: Cohomology of Lie algebras. Ann. of Math., 


Il. Ser. 57, 591—603 (1953). 

In a previous paper (this Zbl. 50, 21) the authors have studied the relations between the 
cohomology groups of a group @ and those of a normal subgroup K of @ and of the factor group 
G/K. Here they consider the analogous situation when @ is a Lie algebra over a field F and A is 
a subalgebra of @. As before (loc. eit.) a filtration (4,) is defined directly on the graduated cochain 


oo 
group, A= NS 4", of@ over a G-module M; thus if j<0, A,=A, andif j>0, 4d,= 


n=0 
oo 
5 4, 4", where 4, N 4" = (0) if j>n, and otherwise consists of the set of all n-cochains f 


n=0 

such that f(y1, -..,%,n) = 0 whenever n—7j-+ 1 ofthey; belong to K. The terms E, and £, 
of the associated spectral sequence are obtained under the general conditions. Restricting their 
attention to the case when K is an ideal in @, the authors prove that E’* is isomorphic to H’(G/K, 
H‘(G/K, M)). (Usual notation is used.) Certain exact sequences are then obtained by the general 
methods of the previous paper (loc. cit.) which apply without change (proofs of most of these 
are omitted). With the additional restricetion that @ is to be finite dimensional, it is proved that 
1 (EB AEQ HS (@/K, H’(K,M)),, where p=dim(G/K), qg=dim(X). Results of 
J.-L.Koszul (this Zbl. 39, 29) regarding the term E, of the spectral sequence are extended. 
Thus if F is of characteristice 0, K a reductive subalgebra in @, @ finite dimensional, M finite 
dimensional and semi-simple for X, then Er H'(K,F) & H’(@, K,M), where this last 
group is the Chevalley-Eilenberg relative cohomology group of @ and K over M. This yielda 
(a) HY(@,M)» N HUK,F)®H’(G,K,M) if, further, the restrietion homomorphism 
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H" (@, M) is onto H" (K, M) forall n> 0; or (b)H"(G,M)x» N H'(@/L,F)& H’(L, M)? 


. ” . ” * * ” } Ar, =» 
if L is an ideal in @ such that @/Z is semi-simple [here H(Z, M je M the set of elements of (the 
G-module) H3(L, M) annihilated by @]. W.H. Cockeroft. 


Dobrescu, Andrei: La classification des groupes de Lie reels A quatre para- 
mötres. Acad. Republ. popul. Romäne, Studii Cere. mat. 4, 395—430, russ. Zu- 
sammenfassg. 430—433 u. franz. Zusammenfassg. 433—436 (1953). 

‚ba classification des groupes continus G, & quatre paramötres dans le champ complexe 
a 6t6 faite par S. Lie qui a trouv6 11 structures diff6rentes. L’A. considöre la classification 
des groupes @, dans le champ r6el et trouve 15 structures difförentes, quelques-unes de ces struc- 
tures contenant des constantes arbitraires. On considöre ensuite les formules de transformation 
(reelles ou imaginaires), qui permettent de passer des structures de Lie a celles de PA. La me- 
thode utilis& est celle qu’on appele la m&thode tensorielle utilis& par le Ref. pour la classification 
des groupes@,. Elle consiste & consid6rer les constantes de structure c% dugroupe commeles compo- 
santes d’un tenseur constant du troisiöme ordre par rapport aux transformations linsaires, contra- 
variant dans l’indice } et covariant dans les indices k,l. Cela conduit & consid6rer les tenseurs 


covariants 

En Rn nd 
Rn Opa Can Orın — rs ta am - 
que UA. montre qu'ils satisfont ä certaines relations, ce qui permet de donner une forme diff6- 
rente & un theoreme de E.Cartan sur les groupes intögrables, comme les groupes dont le ten- 
SEUT Cx, est symetrique. Dans sa classification, l’A. utilise en particulier le veeteur c; et le ten- 
seur quadratique ©x. Ainsi si le veeteur c, est different de zöro, nous avons huit structures diff6- 
rentes, la premiere 


Du h 
., Yo Cxn & 


KA)=eX, (KX)=X, (X, I)=0 «e=H+1) 
(&,X)=0, 2(%,X)= X, 2X, X)=X, 
&tant caracteris6e par le fait que le tenseur c,, est de rarg 2. !. Vränceanu. 


Gel’fand, I. M. und M. I. Graev: Über eine allgemeine Methode der Zerlegung 
der regulären Darstellung einer Lieschen Gruppe in irreduzible Darstellungen. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 92, 221—224 (1953) [Russisch]. 

Das Problem der Zerlegung der regulären Darstellung einer Gruppe in irreduzible Darstel- 
lungen ist ein Analogon zur Darstellung einer Funktion durch ein Fouriersches Integral (Plan- 
cherelsche Formel). Im Falle einer Lieschen Gruppe @ ist das Problem im wesentlichen äquiva- 
lent den folgenden beiden Aufgaben: 1. Angenommen für eine stetige und genügend oft diffe- 


renzierbare Funktion x(g) auf @ seien die Integrale f x(g) Xa(g) dg bekannt, wobei x,(g) die 
Charaktere aller möglichen irreduziblen Darstellungen von @ sind, die in der regulären Darstellung 
von @ vorkommen. Man sol! das Integral von x(g) über eine Klasse konjugierter Elemente 
„in allgemeiner Lage“ finden. 2. Mit Hilfe dieser Integrale soll man den Wert der Funktion x(g) 
im Einheitselement von @ finden. Die Hauptschwierigkeiten liegen in Aufgabe 2. Auch diese 
ist einfach zu lösen im Falle endlicher Gruppen, da hier das Einheitselement eine der Klassen ist, 
die sich nicht wesentlich von anderen unterscheidet. Auch noch im Falle einer kompakten 
Gruppe ist es leicht, den Wert der Funktion im Einheitselement anzugeben. Im Falle nicht- 
kompakter Gruppen hingegen ist die Lösung kompliziert. Die hier vorgebrachte Methode er- 
fordert einige Resultate von M. Riesz (dies. Zb]. 33, 276), welche in passend verallgemeinerter 
Form angeführt werden. H. Schwerdtfeger. 

Gel’fand, I. M. und M. TI. Graev: Ein Analogon der Plancherelschen Formel 
für reelle, halbeinfache Liesche Gruppen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 92, 
461—464 (1953) [Russisch]. 

Die in der vorstehend referierten Note entwickelte Methode, das Analogon der 
Plancherelschen Formel für komplexe halbeinfache Gruppen herzuleiten, wird hier 
im Prinzip auf die reellen Lieschen Gruppen ausgedehnt, jedoch der Anschaulichkeit 
halber nur für den Fall der Gruppe der reellen unimodularen Matrizen zur Durch- 
führung gebracht. H. Schwerdifeger. 

Freudenthal, Hans: Zur ebenen Oktavengeometrie. Nederl. Akad. Wet., Proc. 
Ser. A 56, 195—200 (1953). 

Einige Ergebnisse der in dies. Zbl. 56, 256 referierten Arbeit werden vereinfacht 
ab ovo hergeleitet. Ernst Witt. 

Masuda, Katsuhiko: One-valued mappings of groups into fields. Nagoya math, 
J. 6. 41—52 (1953). 

Let G be a group, and WM the set of functions f:@—> 2,2 being a field. If we define f+9 
and f(rE@)by (f+g)(e) = f(o) + g(o) and f(o) = flo r*) and moreover a bilinear distri- 
butive multiplication f(o) x g(o), M becomes a (not necessary associative) algebra M#, which 
we call a Galois algebra over 2 with Galois group G. By fg we denote usual multiplication 
fg(o) =f(o) g(o). Then we have D, x D,=D,* 2,’ RE Ge An D, (O,,y: matrix 
with coeffieients in 2), which is a slight modification of the author’s equation (8). Thereby 
{D,:x € X} is a system of representations of G. 


‚[Paen® m 
D, (6) x 2 (0) = Pe D, io, „( Por 


holds, for each pair 9, y€ X, he calls P= {Dy;y€ X} a basic system of representations and 
{C ei a factor system associated with M#. In $ 2 the author states without proof two theorems 
hreh generalize the main results of his previous paper (this Zbl. 47, 269). Let now og denote 
an automorphism of a Galois algebra M*, which commutes with automorphisms of M# induced 
by the elements of @. Then there exists a regular matrix C, with D$ = D, 0, for every DET, 
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The totality of the set {Oy} constitutes a group @7; with naturally defined multiplication 
Kan) {ci} — {OP Cc}. Under some additional conditions he decides the structure of ki 
group @% and regards this result as a sort of duality. In the last paragraph he gives a proof o 
Tannaka’s duality theorem for compact groups (this Zbl. 20, 9), without employing Kam- 
pen’s theorem (this Zbl. 14,7). T. Tannaka. 

Yamabe, Hidehiko: On the eonjeeture of Iwasawa and Gleason. Ann. of 
Math., II. Ser. 58, 48—54 (1953). 

Yamabe, Hidehiko: A generalization of a theorem of Gleason. Ann. of Math., 
an Ser. 58, 351—365 (1953). 3 

Using Gleason’s notions of semigroups of sets and of tangent vectors (which 
are elements of a Hilbert space), the author shows that a locally compact group 
with arbitrarily small subgroups also possesses arbitrari.y small normal subgroups 
(first paper), and that every locally compact group is the limit of Lie groups (se- 
cond paper). Simpler proofs are given for some theorems of others, which are used 


in these papers. H. Freudenthal. 
Iscki, Kiyoshi: On O-dimensional compact ring. Math. Japonicae 3. 37—40 
(1999). 


Verf. beweist den folgenden Struktursatz (Theorem I): Jeder 0-dimensionale, kompakte 
Ring ist projektiver Limes (= limit of an inverse mapping system) von endlichen Ringen. Der 
Kern des Beweises ist das folgende Lemma 1: Jede 0-dim. lokalkompakte Gruppe hat beliebig 
kleine, offene Untergruppen. Der von L. Pontrjagin (dies. Zbl. 22, 171, Th. 17) für separable 
Gruppen gegebene Beweis wird vom Verf. auch auf den nicht separablen Fall verallgemeinert. 
Die Benutzung des zitierten Theorems von B. Galbaum-G.K.Kalisch-J.M.H. Olmstedt 
(dies. Zbl. 45, 8) kann vermieden werden, indem man U als symmetrische Umgebung wählt. 
Dann ist es evident, daß auch M, symmetrisch ist, also zu jedem «€ M, auch das inverse 
Element enthält. Aus diesem Lemma wird abgeleitet, daß in einem 0-dim. kompakten Ring R 
die offenen Ideale eine Basis der Nullumgebungen bilden (Lemma 2). Für diese oftenen Ideale N, 
sind R,= R/N, endliche Ringe und für «>P(d.h.N,CN,)ist (2 +N,)® + N, ein 
Homomorphismus von R,auf R,. Es ist {R,, a7} ein projektives Spektrum [.% = inverse 
mapping system (S. Lefschetz, Algebraie Topology, New York 1942, p. 31)], dessen Limes 
zu R topologisch isomorph ist. Im Theorem II zeigt Verf., daß gewisse Eigenschaften von Ele- 
menten von R mit den entsprechenden Eigenschaften ihrer Komponenten in R, gleichbedeutend 
sind. Die Note enthält leider einige Druckfehler, insbesondere muß es p. 37, Zeile 6, 3,2,1v.u. 
und p. 38, Zeile 1 statt U*FnV,„ heißen U* + YV.. H.@. Tillmann. 


Chern, Shiing-Shen: Pseudogroupes continus infinis. Colloques internat. Centre 
nat. Rech. Sci. 52, 119—136 (1953). 

S. Chern döfinit sur une variete analytique r&elle M7 (de dimension r) une G@-structure 
c’est-&-dire une structure B,; subordonnde & la structure fibrde de la variet& des vecteurs tan- 
gents & M, de groupe structural @, sous-groupe de G@L(n, R) (cf. structure infinitösimale r&gu- 
liöre du premier ordre definie par C. Ehresmann). Un pseudogroupe infini continu est 
delini comme le pseudogroupe des automorphismes locaux d’une @-structure intögrable (c’est- 
A-dire d’une G-structure dont les invariants diff6rentiels sont des constantes); un tel pseudo- 
groupe est transitif et du premier ordre: ses transformations peuvent &tre definies comme 6tant 
la solution g&a6rale d’un systöme difförentiel du premier ordre. S.Chern expose la notion de 
systeme differentiel en involution (düe & E. Cartan) en consid6rant des id6aux difförentiels. 
Le groupe @ est dit involutif si la @-structure correspondante conduit A un syst&me en involution. 


Par prolongements successifs, on d&finit sur B; une @,-structure, sur Be une @,-structure, etc., 
j 2 


@,+ &tant le groupe deduit de @,; d’oü la notion de semi-involutivite. Apres avoir rappel& les 
quatre elasses d> psaudozroupas transitifs simples obtenues par E. Cartan, S.Chern ötudie en 
partieulier les conditions d’existence d’une structure correspondant ä la quatrieme classe c’est- 
a-dire de l’existence sur une variöt6 M, de dimension ? m + 1, d’une forme de Pfaff de rang 
2m +1; M doit ötre orientable et les classes caract6ristiques de Stiefel-Whitney de dimension 
impaire doient &tre nulles. S.Chern donne ensuite des exemples de varietös munies de telles 
structures ainsi que de variötes n’en admettant pas. P. Libermann. 


Verbände. Ringe. Körper: 


Copeland sr., Arthur H. and Frank Harary: 


Boolean algebra to an implicative Boolean algebra. 
758 (1953). - 


The extension of an arbitrary 
Proc. Amer. math. Soc. 4, 751 — 
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Verff. beweisen, daß jeder Boolesche Verband B in einem implikativen Boole- 
schen Verband (A. H. Copeland, dies. Zbl. 37, 306) enthalten ist. Die Konstruktion 
minimaler Erweiterungen B* benutzt eine Wohlordnung von B und ist nicht ein- 
deutig. Ist Babzählbar, so ist auch B* abzählbar und darstellbar als eine Familie un- 
endlicher Mengen (oder also: echt aufsteigender Folgen = 2%, X, Ay") 
von positiven ganzen Zahlen. Das Kreuzprodukt & x y wird für y= yy Ya ''' 
definiert durch 2x y= Zu: yes - P. Lorenzen. 


Curzio, Mario: Alcune limitazioni sul minimo ordine dei reticoli modulari 
di lunghezza 3 contenenti sottoreticoli d’ordine dato. Ricerche Mat. 2, 140 —147 (1953). 

G. Birkhoff stellt in seinem Buche, dies. Zbl. 33, 101, als Problem 9 (S. 23) 
die Frage nach der kleinsten ganzen Zahl y(N) mit der Eigenschaft, daß jeder Ver- 
band mit mehr als y(N) Elementen einen Unterverband von N Elementen enthalte 
(N ist eine beliebige natürliche Zahl). Verf. beschränkt sich nun auf einen Spezial- 
fall dieses Problems, er betrachtet nämlich nur modulare Verbände der Länge 3. 
Es wird gezeigt, daß in diesem Falle die fragliche Anzahl größer als 2n?— 2n + 4, 
aber nicht größer als 2m? — 2m + 5 ist; hier bedeutet n die größte Zahl, für welche 
n — 1 eine Primzahlpotenz ist und 4n— 2 <N gilt, ferner m die kleinste ganze 
Zahl mit der Eigenschaft Ns 2m +4. L. Fuchs. 


Riguet, Jaeques: Sur les rapports entre les concepts de machine de multipole et 
de structure algebrique. C. r. Acad. Sci., Paris 237, 425—427 (1953). 

Eine Menge F mit n n-stelligen Operationen fj,.. ..f„ läßt sich durch eine 
Relation Zin Fx ---x Fmit 2,--,, 2 Ye»; N=hln: > )et-- 
et y„— Fulty>---, z,) definieren und wird dann vom Verf. eine „Struktur einer 
Ashby-Maschine‘‘ genannt. Solche treten bei elektrischen Schaltungen auf, über 
die Verf. weitere Untersuchungen ankündigt. P. Lorenzen. 


Kerstan, Johannes: Elementireie Begründung der allgemeinen Ideal- und 
Modultheorie. Ber. Math.-Tagung, Berlin 14. 1.—18.1.1953, 49—57 (1953). 


Theorie des id6aux d’un anneau commutatif consider6s comme les elements d’un treillis 
multiplicatif. Les elements de lanneau n’interviennent que par les id6aux principaux qu’ils 
engendrent, qui sont definis abstraitement de la fagon suivante: 1. si b est prineipal, asbc 
entraine a — b*c, avee b*<b. 2. si b est prineipal,ab = a’ b entraine a U 025 = 02.0.0305 
L’ensemble de ces deux proprietes döfinit un @l&ment „quasi-inversible‘ (halbumkehrbar). 
[Note: Ces deux propriet@s ont aussi ete considerees par L. Lesieur en vue d’une theorie ana- 
logue des ide&aux d’un anneau (ce Zbl. 42, 27; 47, 263) et la lere a ete consideree par M. Ward 
et R.Dilworth (ce Zbl. 21, 108)]. Un id&al principal, et plus generalement un ideal ayant 
une base finie, jouit aussi de la propri&t& d’&tre de rang fini (finitär) dans le sens suivant: b est 
de rang fini si la relation b< U b, entraine b< b, pour un indice x au moins, l’ensemble 

se A 
{b2Yseı tant filtrant superieurement. L’ensemble J des ideaux d’un anneau est alors con- 
sider& par les propriet@s suivantes: 1. J est un treillis multiplicatif complet. 2. J est modulaire. 
3, Tout el&ment est union d’el&ments qui sont & la fois quasi-inversibles et de rang fini. 4. Le 
produit d’elöments qui sont de rang fini est de rang fini. Enfin ’A. note encore la propriet“ 
suivante, valable aussi comme les pr&c@dentes dans la theorie des modules: 5. si la d&compo- 


sition N a, est sarıs &löments superflus, il existe un “löment b quasi-inversible et de 
@=1,2,-..% n } N 
rang fini tel que b =7 a,(ı = 1,2, .,.N DS U a;. L. Lesieur. 


=1,2,...,n) 

Mal’cev. A. I.: Über eine Klasse von algebraischen Systemen. Uspechi mat. 
Nauk 8, Nr. 1 (53), 165—171 (1953) [Russisch]. 

L’A. appelle quasi-anneau un groupe (non n6cessairement abelien mais note 
additivement) sur lequel est definie une seconde operation (multiplieation) lice & 
l’operation du groupe par des relations qu’expriment 4 axiomes. es axiomes sont 
verifies dans les anneaux (non n6cessairement associatifs) ainsi que dans les groupes 
si P’on eonvient de considerer la commutation comme seconde operation. — On 
obtient ainsi des formulations unifiees pour certains types de theoremes. La notion 


d’ideal (resp. de sous-groupe invariant), ainsi que les theoremes d’homomorphisme 
2 
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classiques permettent un expos& general. L’A. etend aux quasi-anneaux certaines 
proprietes des groupes et anneaux nilpotents. M. Lazard. 

Jaffard, Paul: Theorie arithmetique des anneaux du type de Dedekind. 1. 


Bull. Soc. math. France 81, 41—61 (1953). 

Im ersten Teil der vorliegenden Arbeit (vgl. dies. Zbl. 49, 22) hat Verf. den Begriff des 
Multiplikationsringes vom D.T. (Dedekindschen Typ) eingeführt und gezeigt, daß man die 
imultiplikative Idealtheorie eines Multiplikationsringes vom D. T. völlig beherrscht, sobald man 
die eines einzelnen Bewertungsringes in allen Einzelheiten übersieht. Auf Grund dieses Satzes 
konnte er sofort den Fall eines einartigen Multiplikationsringes vom D. T. völlig erledigen, bei 
dem alle zugeordneten Bewertungsringe „speziell“ sind, also zu Bewertungen mit archimedisch 
geordneten Wertgruppen gehören. Für eine entsprechende Behandlung des allgemeinen Falles 
muß die Idealtheorie eines Bewertungsringes ® systematisch über die bisher bekannten Sätze 
hinaus ausgebaut werden, und das bedeutet wegen des Zusammenhanges zwischen den B- 
Idealen und der Wertgruppe @ der durch ® definierten Bewertung B nichts anderes als Lösung 
des folgenden Problems: Es sei @ eine beliebige (streng) geordnete, additiv geschriebene Abelsche 
Gruppe. Eine „Oberklasse“ A sei eine Untermenge von @, die gleichzeitig mit a € @ stets auch 
alle 5 > a enthält. Die Menge H aller Oberklassen kann in äußerst naheliegender Weise durch 
Einführung einer Addition und einer Ordnungsrelation zu einer geordneten Abelschen Halb- 
gruppe gemacht werden. Es soll nun die Struktur von H genau untersucht werden, wobei die 
Diskussion der Lösbarkeit einer Gleichung A, + X = A, (4, = H) im Vordergrund steht. (Wann 
keine, wann genau eine, wann endlich oder unendlich viele Lösungen in 4 ?) — Die Behandlung 
dieser Aufgabe bildet den Hauptteil der vorliegenden Arbeit; die Anwendung der gewonnenen 
Ergebnisse auf die Idealtheorie der Multiplikationsringe vom D. T. erfordert nur wenige Seiten. 
Unter der ohne weiteres zulässigen Beschränkung auf ausschließlich aus positiven Elementen 
bestehende ‚ganze‘ Oberklassen werden notwendige und hinreichende Bedingungen für die 
Lösbarkeit der Gleichung A, + X = A, angegeben, es wird gezeigt, daß die Gleichung A, + A, 
— A, + X entweder unendlich viele oder höchstens zwei Lösungen besitzt, und es wird darüber 
hinaus festgestellt, wann in der letzten Gleichung genau eine Lösung existiert und wann bei 
festem A, für alle A, bzw. bei festem A, für alle A, höchstens zwei Lösungen vorhanden sind. 
Zur Herleitung der einschlägigen Kriterien braucht man eine genauere Übersicht über die (ganzen) 
Oberklassen A. Zu jedem A gibt es eine eindeutig bestimmte isolierte Untergruppe @, von @, 
nämlich die Menge aller der c, derart daß a +n-c€ A für jedes a € A und für alle ganzen posi- 
tiven oder negativenn. Bei der Charakterisierung der A, denen eine feste isolierte Untergruppe 


G,=@, entspricht, kann man die Behandlung von @ nach der geordneten Gruppe @, = @/@, 


verlegen. Beschränken wir uns hier der Einfachheit halber auf den Fall 6, = (0), G, = @, so hat 
man weiter zu @ die bis auf ordnungstreue Isomorphie eindeutig bestimmte vollständige Hülle 


@ hinsichtlich der durch die Ordnung von @ gegebenen Topologie zu bilden und @ (in einer im 
allgemeinen nicht immer absolut eindeutig bestimmten Weise) so in @ einzubetten, daß die Ord- 
nung von @ als Fortsstzung der Ordnung von @ erscheint. Man erhält dann den Fundamental- 
satz: Jedem A mit @ = (0) läßt sich umkehrbar eindeutig ein @ € @ so zuordnen, daß entweder 
„ac A>a=Z& in G“ oder „ae A>a> Gin @“ gilt. Dabei tritt der erste Fall dann und nur 
dann ein, wenn die Klasse A ein kleinstes Element «@* enthält; man hat dann einfach @ = a*. — 
Damit ist der Satz, daß bei einer archimedisch geordneten Gruppe @ jedes A durch Angabe 
einer reellen Zahl und eines der beiden Symbole e, u eindeutig festgelegt werden kann, in sinn- 
voller Weise verallgemeinert, und man hat die Grundlage für die Ableitung der weiter oben 
besprochenen Kriterien gewonnen. Allerdings kann man sich nicht mit der Betrachtung der 
vollständigen Hülle @ von @ begnügen. Man muß daneben für alle Gruppen G, = G/@, ihre 
vollständigen Hüllen G, bilden, ohne daß man etwa die G, aus @ durch Quotientenbildung nach 
passenden isolierten Untergruppen @, gewinnen könnte. Denn die Quotientengruppen @ der 
vollständigen Gruppen @ nach ihren isolierten Untergruppen brauchen im allgemeinen keineswegs 
selbst vollständig zu sein. — Hier eröffnet sich der Blick auf andere Möglichkeiten, die wenigstens 
kurz angedeutet werden sollen, obwohl sie in der Arbeit selbst nicht berührt werden. Es gibt 
„hypervollständige“ ‚Gruppen @*, bei denen auch alle Quotientengruppen Gr vollständig sind. 
Könnte man etwa die Betrachtungen dadurch verallgemeinern, daß man @ in passender Weise 
in au hypervollständige Gruppe einbettet ? W. Krull 

Dee Masayoshi: Some remarks on local rings. Nagoya math. J. 6, 53—58 
(1953). 


Verf. gibt Verfeinerungen einiger idealtheoretischer Sätze (sowie Folgerungen) 
an: Ist o* die vollständige Hülle eines semi-lokalen Ringes o, sind user sg. Ideale 
yon 0, 80 Bl (vn. m a) 0er DR eo ee Hilfssätze von 
Chevalley [Trans. Amer. math. Soc. 57, 4-5 (1945)] über Polynomringe 
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B[2,:» Cl gelten auch, wenn k ‚endlich oder wenn |[k:kP] unendlich (p = 
Charakteristik von k) ist. — Kriterien für die Übertragbarkeit der Eigenschaft, 
keine nilpotenten Elemente zu besitzen, von lokalen Ringen auf ihre vollständigen 
Hüllen. — Der noch lückenhafte Beweis für die entsprechende Übertragbarkeit 
der Eigenschaft, ganzabgeschlossener Integritätsbereich zu sein, soll in einer Fort- 
setzung dieser Note ergänzt werden. E. Lamprecht 

ie Samuel, Pierre: Algebre locale. (Mem. Sci. math. Nr. 123.) Paris: Gauthier- 

- Villars 1953. 76 p. 

It has been desired by many algebraie geometers to have a book on some of the works of 
Krull, Za riski and Chev alley etc. in these fifteen years. They built a new branch of mathe- 
matics, which the author names as „local algebra“. He presents fundamental results in local 
algebra not only in a systematic way, but also taking care of their limits of generality. The pre- 
sentation is concise, but it is not too sketchy to prevent the reconstructions of complete proofs. 
The book consists of six chapters. The first chapter deals with basic results of Krull, Chevalley 
and Zariski on m-adie rings under the operations of completion, homomorphism and passing to 
quotient rings and finite extensions. Here a Noetherian ring 4 is called m-adic if A is „‚polarized‘ 


. ” = - E .,* =& 
by an ideal m satisfying Krull’s condition N m” = (0). The second chapter deals with the 


n=1 

theory of dimensions and multiplicities of semi-local and local rings. This theory was made 
by Krulland Chevalley, but the author gave an essential simplification by introducing ‚„characte- 
ristie functions“ of open ideals in semi-local rings. A Noetherian ring A is called semi-local, if A 
has only a finite number of maximal ideals and if A is polarized by their intersection m. If m 
itself is maximal, A is called local. An ideal v in A is called open, if d contains a power of m. 
If 4A is semi-local, the factor ring A,d satisfies both chain conditions, and the length of maximal 
chains between A and b" is shown to be a polynomial in n for n sufficiently large. If the dominant 
term is written in the form e(b) n“/d!, then d is the dimension of A and e(v) is the multiplicity 
of vd. This is the starting point of author’s method, which is nicely connected whit the „theory 
of syzygies“ in algebraic topology. Chapter three deals with the algebraic part of Chevalley’s inter- 
section theory of algebraic and algebıo:d varieties. It concerns with a special type of local rings, 
which Chevalley called „‚geometric‘‘. Again simplifications are due to the author, but as he him- 
self remarks, there are much to be simplified before one feels pleasent as an independent alge- 
braic theory. The fourth chapter is an exposition of Cohen’s structure theory of complete local 
rings. His fundamental theorems are the „existence theorems of coefficient rings‘ to which the 
author gives an expression similar to „projectivity property“ in algebraie topology. This is 
however a change of materials in Cohen’s paper, because it was alrcady so elegant. The fifth 
chapter concerns mainly with Zariski’s results on the analytical irreducibility and normality of 
normal varieties, which are so important in algebraic geometry. In the final chapter the author 
discusses some odd results which can not be included in the preceeding chapters. This book 
contains neither Zariski’s theory of „„holomorphie functions‘ nor Chow’s results on ‚„‚fibre systems‘ , 
probably because they are not purely local. J. Igusa. 

Samuel, Pierre: Some remarks on Lüroth’s theorem.. Mem. Coll. Sei. Univ. 
Kyoto, Ser. A 27, 223—224 (1953). 

The author first proves the following theorem: Let K’ and K’” be two finitely 
generated extensions of an infinite field k, and let kit) = kft,,...,t,) be a purely 
franscendental extension of k linearly disjoint from K’and K’’over k. If K'y=K"lh), 
then K’ and K’’ are isomorphie extensions over k. The proof is simple, but tricky. 
The author makes use of the fact that any dimension-preserving specialization is 
a generie specialization. If k is algebraically closed, the same argument applies 
to prove a similar statement where k(t) need not be purely transcendental over k. 
A combination of the above theorem and the usual Lüroth theorem give the following 
generalization of Lüroth’s theorem pointed out by Igusa: Let K be any one-di- 
mensional subextension of a purely transcendental extension k(t) over an infinite 
field k. Then K is a simple transcendental extension of k. The assumption that k 


is not a finite field can be removed as in Igusa’s paper. J. Igusa. 
Mikusinski, J. G.-: Sur la derivee algebrique. Fundamenta Math. 40, 99—105 
(1953). 


T'he author investigates derivations in a domain of integrity /, especially those 
satisfying the condition: (*) a'b= ab’ implies the linear dependence of a and b 
over the ring of constants € of I. If (*) holds nelements a, € I are linearly dependent 
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\ 
over (if and only if det (A ee =, and & homogeneous linear diffe- 
rential equation in / of order n has at most n over C linearly independent solutions. 
If the derivation is extended to the quotient field of I its constant field coincides 
with the quotient field C* of C if and only if (*) is satisfied. There are De 
given where (*) does not hold, for instance: Let / be the domain of all complex- 


valued functions ofa real variable t, continuous in 0 <t <00 where addition is de- 


t 
fined in the usual way, multiplication by f(t)o g(t) = Sre-n sm) dr, and a 


derivation by f(t)' = tf(t). In this case C consists of the zero element only, but 
C* is isomorphie to the field of complex numbers. Bi, A. Jaeger. f 
Okugawa, Kötaro: Extensions of the ground field in the theory of algebraie 
differential equations. Mem. Coll. Sci. Univ. Kyoto, Ser. A 27, 25 1—265 (1953). 
Im ersten Teil wird folgende Verallgemeinerung eines Satzes von Ritt (dies. 
Zbl. 3%, 184, p.51) auf den partiellen Fall bewiesen: Sind P ein nichttriviales 
D-(Differential-)Primideal eines D-Polynomringes über einem (partiellen) D-Körper 
der Charakteristik 0 und P* das D-Erweiterungsideal von P über einem D-Ober- 
körper K* von K, so ist P* perfekt, seine wesentlichen D-Primteiler P* haben 
sämtlich die Dimension von P, jede Parametermenge von P ist auch Parameter- 
menge von allen P#, und eine charakteristische Menge jedes PF (bezüglich solch 
einer Parametermenge) hat dieselben Führer wie P. Im zweiten Teil wird nach dem 
Vorbilde von A. Weil (Foundations of Algebraie Geometry, New York 1946, p. 3ff.) 
eine Theorie der D-Unabhängigkeit von D-Körpern über einem gemeinsamen 
D-Teilkörper aufgebaut. A. Jaeger. 


Kähler, Erich: Algebra und Differentialrechnung. Ber. Math.-Tagung, Berlin 
14.1.—18.1. 1953, 58—163 (1953). 

Die Arbeit verfolgt ein doppeltes Ziel. Sie will einmal dazu beitragen, die 
Mathematik als eine Einheit zu sehen und darüber hinaus eine Analogie zwischen 
mathematischen Untersuchungen und erkenntnistheoretischen Fragestellungen nach- 
weisen. Sie bietet daher in den ersten Kapiteln eine lehrbuchähnliche Darstellung 
unter Gesichtspunkten, die nicht nur mathematisch bedingt sind, und unter Ver- 
wendung einer Terminologie, die sich abweichend vom Üblichen an die philosophische 
Fachsprache anlehnt. Zugleich enthält sie neue mathematische Begriffsbildungen 
und Ergebnisse, die für die Theorie der algebraischen Funktionen von endlich vielen 
Veränderlichen, namentlich für die Verbindung zwischen dieser Theorie und der 
Zahlentheorie von Bedeutung sind. Die folgenden Zeilen geben einen freien, mög- 
lichst auf Bekanntes gestützten Bericht von dieser zweiten Seite der Arbeit. Sie 
greifen dabei auch- auf die Vorankündigung (dies. Zbl. 43, 39) zurück und gehen 
genauer auf die historische Entwicklung ein, die in der Arbeit selbst infolge ihrer 
andersartigen Zielsetzung nur kurz berührt wird. — In einem ersten vorbereitenden 
Kapitel werden die Stellenringe als Grundlage einer arithmetischen Theorie alge- 
braischer Funktionenkörper eingeführt und die diskreten Bewertungsringe als spe- 
zielle Stellenringe gekennzeichnet. Ein Stellenring wird erklärt als ein Ring, dessen 
Niehteinheiten ein Ideal bilden, das dann notwendig Primideal ist und das zugehörige 
Primideal des Stellenrings genannt wird. Ein Stellenring braucht also nicht einen 
Körper, d.h. im Fall eines algebraischen Funktionenkörpers nicht den Konstanten- 
körper zu enthalten; diese Verallgemeinerung gegenüber dem in der Theorie alge- 
braischer Funktionen üblichen Standpunkt ermöglicht die Einbeziehung der 
Zahlentheorie. Der Stellenring S mit dem zugehörigen Primideal ps heißt Erweite- 
rung des Stellenrings X mit dem zugehörigen Primideal ps, wenn SI2NY und 
Ps02= Pr gilt; er heißt innere Erweiterung von X, wenn darüber hinaus die 
Quotientenringe (S) und (F), die durch Zulassung aller regulären Elemente im 
Nenner entstehen, übereinstimmen. Ein Stellenring, der keine innere Erweiterung 
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besitzt, wird als abgeschlossen bezeichnet. Ein nullteilerfreier, abgeschlossener 
Stellenring mit Teilerkettenbedingung ist Bewertungsring einer diskreten Bewertung 
seines Quotientenkörpers und umgekehrt. Das zweite Kapitel bringt die Einfüh- 
rung der Differentialformen. Die Grundlage bildet die bekannte Auffassung einer 
Derivation als Abbildung, bei der sich das Bild einer Summe und eines Produkts 
nach den Regeln der Differentialrechnurg bestimmt. Ist A Oberkörper des Körpers 
K, so definiert man von hier aus den Modul der Differentialformen von K über 
K üblicherweise (vgl. Bourbaki, Algebre, Chap. IV, Polynomes et fractions ration- 
nelles, Paris 1950, S. 47) als das Dual des Moduls aller Derivationen von X in K, 
bei denen die Elemente von K auf 0 abgebildet werden. Um die Beziehungen dieser 
Differentiale zu den diskreten Bewertungsringen S von K und ihren Differenten zu 
überblicken, ist aber eine Erweiterung der Grundlagen zweckmäßig. Einen ersten 
Schritt hat A. Weil 1943 getan [Bull. Amer. math. Soc. 49, 41 (1943); vgl. auch 
Kawada, dies. Zbl. 44, 267] mit der Bewerkung, daß die Summen- und Produkt- 
regel der Differentialrechnung nur die Anwendung der Moduloperationen auf die 
Derivierten verlangt. Weil betrachtet daher die Derivationen eines gegebenen 
Rings in einen Modul über diesem Ring und gewinnt so im Fall eines algebraischen 
Zahlkörpers eine neue, auf Derivationen fußende Definition der Differente, die sich 
mit der Dedekindschen als gleichwertig erweist [vgl. Kinohara, J. Sei. Hiroshima 
Univ., Ser. A 16, 261-266 (1952); 16, 441—456 (1953)]. Moriya (dies. Zbl. 51, 
297) hat diese Definition später auf beliebige kommutative Ringe ausgedehnt, für 
die der Hauptsatz der kommutativen Idealtheorie gilt. Einen zweiten Schritt 
nimmt Kähler in der vorliegenden Arbeit vor. Er führt den Differentialmodul 
eines beliebigen kommutativen Ringes so ein, daß einerseits die Definition der 
Differente, andererseits der Übergang vom Differentialmodul eines diskreten Be- 
wertungsrings zum Differentialmodul des Quotientenkörpers leicht angegeben wer- 
den kann. Der Ansatz Weils ist ihm offenbar unbekannt geblieben. Doch läßt 
sich sein Gedankengang gerade im Anschluß an Weil einfach beschreiben. Man 
braucht dann nur noch den Begriff der universellen Abbildung hinzuzunehmen, von 
dem Bourbaki bereits mehrere Anwendungen angegeben hat (Algebre, Chap. III, 
Algebre multilin£aire, S. 131, dies. Zbl. 39, 259). Ist £ ein unitärer kommutativer 
Oberring des unitären Rings P und D eine Derivation von R über P in einen festen 
R-Modul M, so entsteht aus D durch Zusammensetzung mit einer linearen Abbil- 
dung A von M in einem R-Modul M’ eine Derivation D'=A:Dvon Rin M. 
D’ werde eine Spezialisierung von D genannt. Eine Derivation d von A über P 
in einem R-Modul heißt universell, wenn jede Derivation D von It über Pin einen 
R-Modul Spezialisierung von d ist; d ist dann bis auf lineare Isomorphie eindeutig 
bestimmt. Der zugehörige, durch die Derivierten erzeugte Modul R-dR heißt der 
Differentialmodul (Modul der Differentialformen 1. Grades) von R über P. Die 
Existenz der universellen Derivation von R über P ergibt sich im Falle eines Poly- 
nomrings R über P in einem System von Unbestimmten, indem man nachprüft, 
‘daß die bekannten, formal hingeschriebenen Differentiale der Polynome (Bour- 
baki, Algebre, Chap. IV, S. 38) unter die neue Definition fallen. Um den Fall 
eines beliebigen unitären Oberrings von P hierauf zurückzuführen, faßt man ihn 
als Restklassenring eines Polynomrings über P auf und wendet das folgende von 
Kähler angegebene Lemma an: Ist d universelle Derivation eines Oberrings R 
über P und R = R/nein Restklassenring, aufgefaßt als Oberring von P=P-+nm, 
so erhält man die allgemeine Derivation d von R über P, indem man den 
Differentialmodul R-dR nach dem Untermodul P=n: dR-+ Rdn betrachtet 
und d(a + n) = da +% setzt. Die universelle Derivation von KR über P ist ab- 
hängig vom Oberring R und vom Bezugsring P und soll deshalb mit d RIP bezeichnet 
werden. Sie gestattet einen Überblick über alle Derivationen von R über P. So 
ist z. B. der Modul aller Derivationen von A über P in einen festen R-Modul M 
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isomorph zum Modul der linearen Abbildungen des Differentialmoduls R - da), R 
in M. Daraus folgt, daß die Kählersche Definition im Falle eines Oberkörpers K 
des Körpers K mit endlichem Differentialmodul X : dx)< K der früheren, auf Du- 
alisierung beruhenden äquivalent ist; bei Ringen liefert sie aber im allgemeinen 
etwas Neues. Ist S diskreter Bewertungsring des Körpers K, 2=SnK der 
zugehörige Bewertungsring des Unterkörpers K, so ist S - dk SZ (S -dgzS)/T, 
wo T den größten in S -d;;z S enthaltenen Torsionsmodul bedeutet. Im dritten 
Kapitel wird der Differentialmodul eines Oberkörpers X über K untersucht, wobei 
vor allem Kör, er der Charakteristik p und inseparable Erweiterungen im Vorder- 
grund stehen. Hier erscheinen bekannte Resultate von Teichmüller (dies. Zbl. 
14, 4) über Derivationen in Körpern der Charakteristik p, von MacLane (dies. 
Zbl. 21, 101) und Dieudonne (dies. Zbl. 39, 267) über inseparable Erweiterungen 
in neuem Lichte. Die Grundlage bildet die Tatsache, daß die Differentiale einer 
Menge von Elementen genau dann eine Basis von K - dx;« K über K bilden, wenn 
die Elemente selbst eine p-Basis von K über K ausmachen. Die wesentlichen Re- 
sultate der Arbeit sind im vierten und fünften Kapitel enthalten. Das vierte Ka- 
pitel gibt die Definition der Kählerschen Differenten eines unitären Oberrings R 
über einem unitären Ring P und schätzt die Differenten eines diskreten Bewertungs- 
rings ab. Für die Definition der Differenten wird lediglich vorausgesetzt, daß der 
Differentialmodul R-dry R als R-Modul endlich erzeugbar ist; Ä braucht also 
keineswegs aus lauter bez. P algebraischen Elementen zubestehen. Die Kählerschen 
Differenten drjp,, von R über P sind die Fittingschen Determinantenideale des 
Moduls R - drjp R oder, wenn R nulltteilerfreier Hauptidealring und e,Ce,<... die 
Elementarteiler des Moduls R-dxry R -bedeuten, die Ideale drr,= 1 er 
It besitzt also nach Kähler ein System von Differenten über P, wobei dr „ für hin- 
reichend großes » stets gleich R ist. Die Abschätzung bezieht sich auf den Fall, 
daß R = S diskreter Bewertungsring eines Körpers X und P = } der zugehörige 
Bewertungsring eines Unterkörpers K ist, und bringt die Differenten mit dem Ver- 
zweigungsexponenten und mit der Inseparabilität des Restklassenkörpers Sig = 
S/ps über Six = &/ps in Verbindung. Bei der Formulierung dieses Satzes muß 
die Voraussetzung hinzugefügt werden, daß S - ds,s S als S-Modul endlich erzeugbar 
ist. Sie ist sicher erfüllt, wenn S über & maximaldimensional, d. h. wenn 
Dim (Sig/Stz) = Dim (A/K) im Fall 2+#K bzw. Dim ($g/$%5) = Dim (K/K) — 1 im 
Fall &=K ist. Bei vollkommenem K und vollkommenem fs, wie im folgenden 
Kapitel gegeben, besteht sie auch nur dann. Ist S über X maximaldimensional, so 
läßt sich das Ergebnis der Abschätzung dahin verschärfen, daß dr, — 0 für 
v»=(,...,Dim (K/K) — 1 gilt. Die Frage nach der Beziehung zwischen den Käh- 
lerschen Ditferenten und der Dedekindschen Differente wird in der Arbeit nicht ge- 
stellt. Für eine endlich separabel algebraische Erweiterung ÄK von K läßt sich aber 
zeigen, daß d,syx,o mit der Weilschen Differente von S über Y und folglich auch mit 
der Dedekindschen Differente von S über X übereinstimmt. Das letzte Kapitel 
wendet sich schließlich der arithmetischen Theorie der Differentialformen eines 
„rein algebraischen“ Körpers zu, d.h. eines Körpers, der durch endlich viele Ele- 
mente erzeugt werden kann und der sich daher als Körper algebraischer Funktionen 
in endlich vielen Veränderlichen mit einem algebraischen Zahlkörper endlichen 
Grades oder einem Galoisfeld als Konstantenkörper %k auffassen läßt. Aus dem 
Differentialmodul K dp K, dessen Rang über A nun gleich der Dimension von 
K über k ist, entsteht durch Bildung der 4-ten tensoriellen bzw. der h-ten äußeren 
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Potenz der Modul & K dx, K der Differentialformen h-ten Grades bzw. der 
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Modul N AK dx, K der schiefsymmetrischen Differentialformen h-ten Grades. Eine 
Differentialform heißt S-ganz für den diskreten Bewertungsring S von K, wenn sie 
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dem Teilmodul & S - day, S bzw. A S- dx). S angehört, der über S durch die Diffe- 
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 rentialformen dx % ® *** ® dxp %, bzw. dx A’ A Arm %, Mb As ee 
aus S erzeugt wird; sie heißt ganz, wenn sie S-ganz für jedes S ist. Der Hauptsatz 
lautet: Die ganzen Differentialformen festen Grades bilden eine endliche additive 
Gruppe. Beim Beweis werden für einen diskreten Bewertungsring S von K und den 
zugehörigen Bewertungsrings = S > kvon k dieModuln S-dyj. S bzw. S-dgj. S ge- 
bildet, und es wird die Annahme benutzt, daß diese Moduln endlich erzeugbar sind. 
Diese Annahme trifft aber wieder nicht immer, sondern genau dann zu, wenn 8 
- über s maximaldimensional ist. Man muß sich daher auf maximaldimensionale S 
beschränken und erhält das schärfere Ergebnis, daß schon die für alle maximal- 
dimensionalen S S-ganzen Differentialformen A-ten Grades eine endliche Gruppe 
- bilden. Die Tatsache, daß die benötigten Differentialmoduln nicht immer endlich 
erzeugbar sind, führt zu weitergehenden Modifikationen, wenn man den Zusammen- 
hang zwischen den Differentialformen und den Divisoren untersucht. Ein Divisor 
des Körpers K ist nach Kähler eine Abbildung S — as, die jedem diskreten Be- 
wertungsring von K ein ganzes oder gebrochenes Ideal von S zuordnet. Um nun 
aber zu einer von (0 verschiedenen Differentialform @ bei Zulassung aller diskreten 
Bewertungsringe einen zugehörigen Divisor erklären zu können, muß man die De- 
finition gegenüber Kählers Festsetzungen dahin verallgemeinern, daß auch S-Kom- 
ponenten ag = ( zugelassen werden. Ist dann x ein Primelement von S, so wird 
der Divisor (9) von @ eingeführt durch die Bestimmung: (p)s — 0, falls (1/r”) @ 
für jedes n S-ganz, und (p)s = x" S, falls 7" die höchste Potenz von z der Art, daß 
(1/x") g S-ganz. Dann ist (p)s jedenfalls + 0 für jedes S mit endlich erzeugbarem 
Differentialmodul S-dy).S. Im Falle einer kanonischen Differentialform gilt 
(p)g #0 auch nur für diese S. Bei der Bestimmung der kanonischen Klasse 
nehmen also die maximaldimensionalen Sin naturgemäßer Weise eine ausgezeichnete 
Stellung ein. F. K. Schmidt. 


Zahlentheorie: 

e Duparc, H. J. A.: Divisibility properties of reeurring sequences. Diss. 
s’Gravenhage: Uitgeverij Excelsior 1953. 96 p. 

Der Gegenstand der Untersuchungen sind lineare rekurrente Folgen der Ord- 
nung N, d.h. Folgen von Elementen wg, wy,..., die einer Gleichung w,,n = 
SS a, Wyınn (R = 0,1,...) genügen, worin 4y,..,4y und Wy...,Wyı 88 


gebene Elemente eines Ringes A mit eindeutiger Primfaktorzerlegung sind. Aus 
meR soll ferner folgen, daß der Restklassenring R, = Rj({m) endlich ist. Den 
Hauptgegenstand der Betrachtungen bildet die Beantwortung der Frage, ob es eine 
natürliche Zahl c gibt, so daß, eventuell mit einem Faktor u, die Kongruenzen 
W,... uw, (modm) (n — 0,1,...) gelten. In Kap.I werden allgemeine al- 
gebraische Eigenschaften von A, R,und R,[z] = R[x]/{m) untersucht. In Kap. 1 
werden die Ergebnisse von Kap. 1 insbesondere auf den Ring der ganzen rationalen 
Zahlen angewandt. Hierin werden auch für den Fall N = 2 einige neue Resultate 
gefunden. Die allgemeineren Überlegungen werden durch eine Reihe von Beispielen 
erläutert. Die numerischen Rechnungen sind z. T. im Math. Zentrum mit Hilfe 
der A. R.R. A. und anderer Rechenanlagen durchgeführt worden. H.J. Kanold. 
Dupare, H. J. A.: On Mersenne numbers and Poulet numbers. Math. Centrum, 
Amsterdam, Rapports ZW 1953—001, 2 p. (1953). 
Es sei p eine Primzahl. Dann heißt m = 9» — ] eine Mersennesche Zahl, ins- 
besondere eine Mersennesche Primzahl, wenn auch m eine Primzahl ist. Eine Poulet- 
Zahl oder Pseudoprimzahl ist eine zusammengesetzte Zahl m, die Ar-1 1 (mod m) 
genügt. Eine Super-Poulet-Zahl ist eine zusammengesetzte Zahl, deren Teiler ent- 
weder Primzahlen oder Poulet-Zahlen sind. Es wird eine Reihe von einfachen Sätzen 
bewiesen, so z. B., daß es unendlich viele Poulet-Zahlen gibt (vgl. Sierpinski, 
dies. Zbl. 37, 309). H. J. Kanold. 


x 
Duparc, H. J. A.: On Carmichael numbers, Poulet numbers, Mersenne num- 
bers and Fermat numbers. Math. Centrum, Amsterdam, Rapport ZW 1953 — 004, 
%.p. (1953). 

5 u aha von Poulet-Zahlen und Mersenneschen Zahlen siehe im vorigen 
Referat. Eine natürliche zusammengesetzte Zahl m heißt eine Carmichael-Zahl, wenn 
die Kongruenz an -1 — 1 (mod m) für alle a mit (a, m) — 1 erfüllt ist. Eine Fermat- 
Zahl hat die Gestalt 22” + 1, wobei h eine natürliche Zahl bedeutet. In diesem 
Vortrage werden neben bekannten Ergebnissen einige einfache Verallgemeinerungen 
über die rekurrenten Folgen m,., = 2m — 1 und „=2"+1(h=0,1,2,...) 
hergeleitet. H. J. Kanold. 

Kanold, Hans-Joachim: Untere Schranken für teilerfremde befreundete Zahlen. 
Arch. der Math. 4, 399—401 (1953). 
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a R & Br 

Let m, and m, be a pair of amicable numbers, m, — II, %: M= Hi ”, 
= == 


where p, and q, denote primes. In this paper the author proves the following theorem: 

U (m, m,) =1, then we must have k +1 >20 and m,>10® (=1,2). In 

the proof use is made of an earlier result due to the author (this Zbl. 51, 279). 
W. Ljunggren. 

Fjellstedt, Lars: On a class of Diophantine equations of the second degree in 
imaginary quadratic fields. Ark. Mat. 2, 435—461 (1953). 

For solving an equation of the type W@— Di —= + N, where D and N are 
positive rational integers, one may use either the theory of quadratic forms or the 
theory of quadratic fields. T. Nagell has shown (this Zbl. 36, 303) how it is possible 
to determine all solutionsin rational integers vu and v independently of these theories 
and completely elementarily. His investigations have been continued by B. Stolt 
(this Zbl. 47, 40, 276). In this paper the author shows that the same method can 
also be used to determine all solutions in integers x, y belonging to an imaginary 
quadratie field of the equation x? — öy® = oo, where ö and o are integers in the 
field considered and where ö is not a perfect square in that field. Making use of the 
Dirichlet principle the author finds an upper limit for zand yin the fundamental 
solution & + y V6ö incase o —=1. W. Ljunggren. 

Rodeja F., E. G.-: Über die diophantische Gleichung x? +4 y3® — 2z?. Revista 
mat. Hisp.-Amer., IV. Ser. 13, 229—240 (1953) [Spanisch]. 

Alef (dies. Zbl. 46, 265) hatte Lösungen obiger Gleichung (1) mit z== 0 (mod. 3) 
gefunden. Das sind aber nicht alle, wie Niven in Math. Reviews 14, 20 (1953) mit 
dem Gegenbeispiel x — 253, y= 85, z = 2899 # (0) (mod. 3) zeigte. — Verf. er- 
mittelt hier in den Fällen a) (x, y) = 1, b) (x, 9) = 2 die Gesamtheit der Lösungen 
von (1). Sie besteht aus a) drei, b) vier Formelgruppen. Zu a) gehört die folgende: 

x = [8 r? — 2)/2]? + (Ir? +) riN y= [(3r? — 2)/2]? — (3r? + 2) rt, 

2 = [(3r? — 22)/2] {[(3r7? + 12)/2]%? + 372 
mit (r,i)=1, r,t = 0 (mod. 2), t == 0 (mod. 3). Sie liefert für r=3, t=1 die 
von Niven angegebenen Werte. — In [5] lies links x3 + 3. L. Koschmieder. 

Xiroudakis, 6. P.: Über die Gleichung + ma2y?+nyt= 2. Bull. Soc. 
math. Grece 27, 85—90 und engl. Zusammenfassg. 90—91 (1953) [Griechisch]. 

‚ Let us suppose that p,q, m are given integers (p, q + 1 relatively prime). A necessary and 
sufficient condition for the relatively prime solution = p,y=q of t +maty? + nyi 22 
ist that a q' A? +22,X + [2° — pP? (pP? +mq?)]/, where 2, is a solution of the con- 
gruence 2° = p* (p* + mg?) (mod q*) and X any integer or 0. 

Palamä, Giuseppe: Su di una questione relativa a somme uguali di potenze 
simili. Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 8, 286-293 (1953). 

_ Über das gewöhnliche Tarry-Escott-Problem hinaus, wo nach dem kleinsten 
Wert p= N(k) gefragt wird, bei dem 


(a) ax re + -b +24 b8 
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für s—=1,2,...,k nichttriviale Lösungen hat, stellt Verf. mit den analogen Werten 
p=x(k) bei (b), p= M(n,r) bei (ce) die entsprechende Frage. Bei (b) soll die 
analoge Gleichung für s= 2,4,...,k, wenn &k gerade ist, für s=1,3,...,% bei 
ungeradem % nichttriviale Lösungen haben, bei (ec) mit s=1,2,..,m,n +2 
n + 4,....0n + 2r. Verf. benützt schon bekannte Sätze über das Tarry- Bscott- 
Problem, um in einzelnen Fällen M (n, r) zu berechnen oder nach oben abzuschätzen. 
Er findet 2. B. M(2,3) = M(3,2) = 5, M(4,3) < 11, M(2,8)<s 29. L. Holzer. 


Palamä, @.: Diophantine systems of the type S a ss br, (el ae 
i-1 i=1 j 
om, nn +2,n + 4....n+N%r). Scripta math. 19, 132—134 (1953). 


Für das Titelproblem, das kurz a, © d, geschrieben werde, gibt Verf. den 
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Satz: Gilt das Titelgleichungssystem, so ist ,—l, b, +1 + b,—l, ,+i! mit 
We 1,2,...P: keiner Er nm thr . 5.n+2r El. "Dieser 
Satz wird noch an mehreren Beispielen erörtert. L. Holzer. 


Carlitz, L.: Invariantive theory of equations in a finite field. Trans. Amer. math. 
Soe. 75, 405—427 (1953). 

The author discusses the following interesting generalisation of the theory of modular 
invariants. If GF (g) is a finite field those transformations ®: &; = P,(m, : - -, Nr) et r) 
which possess an inverse (where &,n;€@F(g) and B,(2,-....%)EG@GF(g) [&, - . .,%,]) form 
& group isomorphie to the symmetrie group on q" symbols. If f(x,..., 2), 9(&1 +, 2) € 
GF(g) [x -- -, %,.], then the author defines fg if there is a ® for which ® f(n,,.- 7.) = 
9ms--,,7,) for each r-tuple (m, ...,7r). This defines an equivalence relation in @F(q) 


(i) the musaber N,(x) of solutions (£&,...,&) in @F(g) of f(a,..„z)=o. Mit g=p*, 
= 71 
Ka)= + a, el) exp2xit(a)/p, then MBN= 3 elPfl&,-...,$&r)) is a class 
k=0 EN, 
invariant for B=@GF(g). The fundamental character of these invariants is brought out by 
Theorems 4.2 and 4. 3; that is, fg if and onlyif N,(x)=N,(a) (all x€@F(g)) or, if and 
onlyif M(ßf) = M(ßg)[all = 0 in GF(g)]. Formulae expressing M (Pf) as a linear function 
of the N,(x), and conversely, are given in $ 3, these indicating the place of the invariants in the 
theory of Finite Fourier Series. These formulae are used in Theorem 4. 7 to give necessary and 
sufficient conditions, in terms of the M-invariant, for ®,, D,, .. ., D, to define a transformation ®. 
In $6, Dickson’s „‚Characteristic invariants‘‘ are used to show that any class invariant with 
complex number values is a polynomial in the N,(«), or, equivalently, in the M(ßf. — Ef 
is equivalent to a polynomialin s, but not fewer, variables then sis the ‚‚rank“ off. Rank is a class 
invariant and (Theorem 4.9) f has rank s if and only if g”*|N,(«) for all. f is „reducible‘“ 
($7)i£ fg + h whereg, hhaverank > 1; necessary and sufficient conditions for redueibility 
are given in terms of the N,(x) and M(ß f) but the problem of uniqueness of decomposition 
(fh +::'+f) is deferred for a later paper. f,g are called: „euual IE Fler) 
En. --,&,) forallr-tuples (£,,.. .,&,) in GF (q). Combinatorial arguments then lead to formulae 
for the number of unequal polynomials in @F(g) [&, - - » &r], the number of unequal poly- 
nomials of rank s in any class, the number of classes, and the number of unequal poly- 
nomials in a „‚category“‘ of classes [where f,g belong to the same „category“ if the set N, (a) 
(all &) is a permuation of the set N,(ß) (all ö)]. The function M(f) is discussed in $ 8, estimates 
being given of its order of magnitude. The results are improved for some special f. In $ 9, the 
important case N,(x) =( (x + 0) is discussed at length, as also is a generalisation. "These 
together give necessary and sufficient conditions (Theorem 9. 3) for f to be equivalent to «a 
quadratic form. Two other very general classes of polynomials, with known N,(x), are shown 
to satisfy the generalised condition. In $ 10, special transformations ® are applied to f, with N ,(&) 
known, to obtain g= © f;as fg, N,(a) = N,(«). This process leads to very wide generalisa- 
tions of results due to the author and other writers on the number of solutions of certain 
equations inGF (g)- M.CO. .R. Butler. 
Carlitz, L.: Applications of some basie identities. Quart. J. Math., Oxford 


II. Ser. 4, 173—177 (1953). 

Generalising a process used by Gauss the author uses certain g-identities, 
some elementary and some from the theory of basic hypergeometrie series, to obtain 
a number of general identities between unit roots. Some of the resulting formulae are 
interpreted in Galois fields. M.C. R. Butler. 
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\ 
Carlitz, L.: Note on some partition identities. Proc. Amer. math. Soc. 4, 530 — 
534 (1953). 
Let vp (m) ar 11 (1—- x"). Newman (this Zbl. 47, 43) proved among 
or N 


7 c Pic 7my2 

others certain identities of the form X P,(17m + 24) x” = Il (1 TE 
j — f rm\2 

The author establishes identities of the form \ P,(rm +n,) 2" = Il (1— x”) 


where r, = (r?— 1)/12 and r = 5 (mod 12) from which Newman’s results could be 
deduced. The proof is very elementary and is modelled on the proof, by Ramanu- 
VE rer Bm „ _ srti=-:f 
jan, of his wellknown partition identity > P_,(5m + 4) "= Fersen 
K.G. Ramanathan. 
Carlitz, L.: Note on some partition formulae. Quart. .J. Math., Oxford II. Ser. 
4, 168—172 (1953). 
Ähnlich wie im Beweis von Bailey für eine Formel von Ramanujan (dies. 


Zbl. 46, 272) wird hier aus der Formel p’(u) = — o(2u)/o*(w) eine Beziehung ge- 
00 
wonnen, von der wir nur einen Spezialfall angeben: =, 20m I) = 
m= 
© n n 00 Sur 
4 [J Ze ne ns ?,(m) durch [J| (1— ar) = P2 p,.(m) x” gegeben 
= = n=1 m=0 
ein. j K. Prachar. 


Cugiani, Marco: Sugli intervalli fra i valori dell’argomento pei quali un poli- 
nomio risulta libero da potenze. Rivista Mat. Univ. Parma 4, 95—103 (1953). 

Es werde die Aufgabe gestellt: Bei einem primitiven Polynom F(x) mit ganz- 
zahligen Koeffizienten des Grades g sollen jene Werte F(q,) betrachtet werden, die 
von k-ten Potenzen frei sind. Dabei sei k > g. Es sei v(m) die Anzahl der Lösungen 


der Kongruenz F(x)=0modm, A, = uf (1— N. Die Konvergenz des un- 


p ; 
endlichen Produkts für A,, das über alle positiven Primzahlen p zu erstrecken ist, 
für s ganz — 2 ist leicht zu beweisen. Nun gelten für S, = q,:1-9,„ folgende 


Beziehungen: (a) limö,„ <1/A, (b) limö,„loglogn/logn <hl(gk), (ce) 6, = 
O (nm —e]logn) mitt k=g +1, a=g/(k? + kl, B=kl(k +1) für g<SI, hin- 
gegen elf—k, Bei ln g>t L. Holzer. 

Cugiani, Marco: Sui valori di un polinomio che risultano liberi da potenze. 
Ann. Mat. pura appl., IV. Ser. 35, 291—298 (1953). 

Verf. gibt eine Reihe asymptotischer Abschätzungen der Anzahl jener Werte 
F(x) eines Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten einer ganzzahligen Veränder- 
lichen x, die von s-ten Potenzen einer vorgegebenen Primzahlenmenge frei sind. Die 
teilweise sehr langen Formeln entziehen sich der Wiedergabe. Schließlich kommt 
Verf. auch auf eine asymptotische Darstellung der Anzahl der Zerlegungen N = 
x + L mit N,x,g, L ganz positiv, L frei von g-ten Potenzen. L. Holzer. 


Linnik, Ju. V.: Einige Anwendungen der Lobatevskischen Geometrie auf die 
Theorie der binären quadratischen Formen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser., 
93, 973— 974 (1953) [ Russisch ]. 

The author shows how results similar to those proved earlier for spheres 
®+y2+2?= m hold for the surface 22 — Y—2=D>0 (e.Linnik and 
Malysev, this Zbl. 52, 42). On writing @=1(c-+ a), z= 3(c—a), y=b there 
is an interpretation on terms of the number of integral quadratie forms a 2? +2bxy 
+ ey? of diseriminant D for which the ratios a:b:c satisfy certain conditions. 


J. W. S. Cassels. 


en nn 
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MalySev, A. V.: Ein asymptotischer Satz für die Darstellung von Zahlen durch 

gewisse positive ternäre quadratische Formen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 
93, 771—774 (1953) [Russisch]. 
Suppose f(x, y,2) is a positive properly primitive ternary quadratic form with 
integral coefficients and odd invariants [r, 1] such that (f|p) = (-1)P-DI2 for each 
prime number p dividing r. [Quadratie forms of this type have been discussed at 
great length in a paper of Linnik and Malysev, Uspechi mat. Nauk 8, Nr 5 (57), 
3—71 (1953)]. The author sketches the proof of a lemma on the arithmetie of 
quaternions and asserts that from it one can derive an asymptotic formula for the 
number of primitive representations of a large positive integer by f(x, y,2). [The 
actual formula stated by the author seems to be twice what it should be, at least 
for the special case f(z,y,)= +, + 2] P. T. Bateman. 

Pjateekij-Sapiro, I. I.: Über die Verteilung der Primzahlen in Folgen der Form 
[f(r)]- Mat. Sbornik, n. Ser. 33 (75), 559—566 (1953) [Russisch]. 

Sei x,(x) die Anzahl der Primzahlen < x, die von der Form [n‘] sind (n ganz, 
ce>0). Verf. zeigt x,(x) m xlle/logx, 1 <c <12/11. Der Beweis benützt die 
folgende Abschätzung 5 exp(Arikplle)) <N!-Ul2te für N’ >05N, 


N'<p<N 
1<e<;}, 1<k<s N'-Velog’N, die in Anlehnung an die Methode von Vino- 
gradoff bewiesen wird. Dabei werden auch für > ap frıya), 2 


LES aR 
Absehätzungen für verschiedene Bereiche von y benötigt, die mittels bekannter 
Methoden von v.d. Corput gewonnen werden. K. Prachar. 

Vinogradov, I. M.: Elementarer Beweis eines Satzes aus der Theorie der Prim- 
zahlen. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 17, 3—12 (1953) [Russisch ]. 

I 0<o=<1 andgisa positive integer, let (N; g) denote the number of 
prime numbers p such that p<N and 0 <pla—[p/] zo. As usual, let 
a{(N)—=m,(N;g). The author proves that if eis a given positive number, there 
exists a positive number A(e) (depending only on e) such that 

Is (N ;q) — onx(N)| <A(e) Ni+e(| l/g +g/N + N-16) : 
This shows that if N is sufficiently large and N® <q <N!, where ö is some 
fixed positive number, then the prime numbers not exceeding N are distributed 
rather evenly modulo q. The proof is elementary and does not rely on trigonometrical 
sums, although use is made of some of the author’s devices for handling trigono- 
metrical sums involving prime numbers. The author asserts that better estimates 
can be obtained by the same method. P. T. Bateman. 

Whiteman, Albert Leon: Finite Fourier series and equations in finite fields. 
Trans. Amer. math. Soc. 74, 78—98 (1953). 

Es sei k ein Galoisfeld von qg= p/ Elementen, g eine feste Erzeugende der 
zyklischen Multiplikativgruppe k* und sei für acek* a = gind« gesetzt. Sind 
m,g—1 und u, (= 1,...,s) positive ganze Zahlen, ist jeweils a, = em, so 
wird durch 

7 (1°, gr oe) = 


2 , a 
(1) er A; ee —1 E> aaeichit aa — te —Us-ı) u 


} ai ndai 
1 &% 


eine (normierte) Jacobische Summe erklärt (vgl. auch A. Weil, dies. Zbl. 48, 270). 
Die in der endlichen Fourier-Entwicklung 
) ee ae UA" VS em N 

11 Is 


auftretenden Symbole (ji - + - 3.) unterscheiden sich von der Lösungsanzahl der 
& hit miyi 
e 


Gleichung 9) a + tom +1-0, wobei ec, = ee 
verschiedenen Elementen x, um den Faktor (m, .m.)"!. Verf. gibt Formeln für 
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% 
den Wert der zu (2) gehörigen (endlichen) Parsevalschen Gleichung (Auswerten von 
Eigenschaften Gaußscher Summen, Charaktersummen und ähnlicher Hilfsbildungen). 
— Im Spezialfal „=: - =0,=o sind die Koeffizienten der F ourierentwick- 
lung (2) Diekson-Hurwitzsche Summen. Die zugehörige Parsevalsche Gleichung 
wird untersucht und eine einen Sachverhalt für Jacobsthalsche Summen verall- 
gemeinernde Formel (Theorem 4) wird hergeleitet. E. Lamprecht. 

Sawyer, D. B.: On the covering of lattice points by convex regions. (Quart. 
J. Math., Oxford II. Ser. 4, 284—292 (1953). 

Soit $} la famille des domaines plans, convexes, ü.symetrie centrale X ayant la 
propriet6 que voiei: Si T est un mouvement queleonque du plan, T(K) contient un 
point ä coordonnees entieres. Notons A(K) l’aire de K. Theoreme: Si Ke, 
A(K) > 4/3, 1egalite 6tant atteinte, si K:|jz] < 1/2, |yl < 3/4—2?. La de- 
monstration de ce resultat interessant n’est pas simple. I. Fary. 

Poitou, Georges: Sur l’approximation des nombres complexes par les nombres 
des corps imaginaires quadratiques denu6s d’id6aux non prineipaux particulierement 
lorsque vaut P’algorithme d’Euclide. Ann. Sei. Ecole norm. sup., III. Ser. 70, 199— 265 
(1953). 

Let K be the imaginary quadratic field of diseriminant —D. Denote by C (x), for complex 
x& K, the upper limit of |g(g « — p)|"! extended over all p/g€K with q=0, and by €, 
the lower bound for all x of C(x). This „Hurwitz constant“ C', has been much investigated 
[for the older work see J. F. Koksma, Diophantische Approximationen (Berlin 1936, this Zbl. 


12, 396), pp. 43, 52; a list of more recent work is given by the author], and both lower and upper 
bounds for C',, as well as the exact values of CO, when D=3,4,7, and 8, were known. The 


author adds the new values ©, =Y5,2 and (C\, = 1, and he also obtains further details for 
C(z) when D=3 or 11. All these cases correspond to fields of class number 1 and, except 
when D = 19, with Euclidean algorithm. The method of the author consists in a systematic 
study of special sequences of best approximations p/g of x. When the Euclidean algorithm holds, 


E S : 1 
these correspond to the convergents of certain continued fractions a, — _ +++ for; 
a a 
2 > y ie “ . ” 1 E 
here the «’s are integers in the field. When there is no Euclidean algorithm, but only A =1, 
i \ ; R b b. 
the approximations are the convergents of continued fraetions u + "+ 7° +... where the 
- a 


| a 
a’s and b’s are integers, and the b’s have only finitely many possible values. The construction 
of the best approximations is rather complicated and a great number of cases have to be distin- 
guished. K. Mahler. 
Obrechkoff, N.: Sur l’approximation diophantique lineaire pour des valeurs 
positives des variables. C. r. Acad. Bulgare Sei. 4, Nr. 1, 1—4 u. russisch. Zusammen- 
fassg. 4 (1953). 
Verf. zeigt erneut den Satz aus dies. Zbl. 45, 21. E. Hlawka. 


Djerasimovid, Bozidar: L’intervall de l’erreur en plal- Bull. Soc. Math. 
Phys. Serbie 5, Nr. 1/2, 53—56 und französ. Zusammenfassg. 56 (1953) [Serbisch]. 


Dans cet article l’A. donne, par les formules 


h .» n i h .E9 n 
EEE Ex I AN -ye< n=T a v®» 
np" 'g— nm—1hgl2p q np" "Ig— (n—1)hg/p q 

h ü n p £ h ; p Rn, 
np" "tg -+-(n— 1)ha/2p er q > oa al q <ye, 


mr 


‚ R a ın ] 

ou Ah = |p" — cg"|, un intervalle dans lequel se trouve l’erreur |/ ce — p/g\- Les limites de cet 
intervalle sont exprim6es par les nombres rationnels. Pour n = 2, cet intervalle doit ötre plus 
preeis que les autres connus jusqu’A prösent. Autoreferat. 


Analysis. 


eCourant, R. and D. Hilbert: Methods of mathematical physies. Vol. I. 
Translated and revised from the german original. First english ed. New York: Inter- 
science Publishers 1953. XV, 561p. $ 9,50. 
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Die Übersetzung folgt ziemlich genau der letzten deutschen Auflage (Berlin 1930), 
nur kleine Ergänzungen und Zusätze sind gemacht worden. Am Ende des letzten 
Kapitels ist z.B. ein Paragraph über die Transformationseigenschaften der Kugel- 
funktionen hinzugefügt worden. Es ist zu hoffen, daß eine ähnliche Übersetzung 
des zweiten Teils bald vorliegen wird. (r. Källen. 


Mengenlehre: 


Yuting, Shen: Paradox of the class of all grounded classes. J. symbolie Logie 
18, 114 (1953). 

Verf. nennt eine Klasse A bodenlos (groundless), wenn es eine unendliche Folge 
von Klassen A,, A,,..., gibt, so daß ...eAd,€e A,€A. K sei die Klasse aller 
nicht bodenlosen Klassen. Wäre X bodenlos, ...EA,€e A,€ K, so wäre auch A, 
bodenlos, was A, € K widerspricht; wäre K nicht bodenlos, so K€K, also wegen 

.EKEKR doch bodenlos. Eine Klasse 4, heißt n-zirkulär, wenn es Klassen 


Ay... Ad, gibt, so dB A,EeA,eA,,€: € A,gE A, Die n-zirkulären (und 
allgemein die zirkulären) Klassen geben ebenfalls Anlaß zu Paradoxien, die bereits 
von Quine (dies. Zbl. 44, 247) betrachtet wurden. H. Hermes. 


Richardson, Moses: Solutions of irreflexive relations. Ann. of Math., II. Ser. 

|ss, 573—59%0 (1953). 

Riehardson, Moses: Extension theorems for solutions of irreflexive relations. 
Proc. nat. Acad. Sci. USA 39, 649—655 (1953). 

Dans un ensemble D, une relation irreflexive, notee >, est une relation telle 
que x>> x, pour tout xD. Il n’est fait aucune hypothese de transitivite ou d’anti- 
symetrie. Une solution de cette relation est un sous-ensemble VC Dtelque 1° zeV 
et yeV = x) y 2° yeD-— TV entraine l’existence d’un element zE€ V tel que 
=> y. (es notions sont presentees dans le livre de J. von Neumann et OÖ. Morgen- 
stern, Theory of Games and Economie Behaviour (2eme edition, Princeton 1947), 
ou lrexistence de solutions est etablie dans certains cas. Le premier des travaux 
de PA. a pour objet de prouver l’existence de solutions dans des cas plus generaux ol 
la relation n'est ni intransitive ni acyclique. Le deuxieme donne des conditions suffi- 
santes pour l’extension d’une solution d’une relation irreflexive & une solution d’une 
relation plus large. L. Lesieur. 


Fraisse, Roland: Sur l’extension aux relations de quelques propri6tes connues 
des ordres. C. r. Acad. Sei., Paris 237, 508—510 (1953). 

R sei eine Relation. Fordert man zusätzlich, daß die Elemente, die in der Re- 
lation R stehen, zu einer (endlichen) Menge M gehören sollen, so entsteht eine neue 
Relation S, die (endliche) Relativierung (restrietion) von R heißen soll. yr sei 
die Klasse der Relationen, die zu endlichen Relativierungen von R isomorph sind, 
I’, die Klasse der Relationen, deren endliche Relativierungen zu y; gehören. Verf. 
gibt notwendig® und hinreichende Bedingungen dafür, daß eine Klasse von Re- 
lationen ein yr bzw. I’, ist. Eine dieser notwendigen Bedingungen wird erfüllt von 


jedem arithmetischen Typ im Sinne von Tarski (dies. Zbl. 49, 7, p. 712). 
H. Hermes. 


Schmidt, Jürgen: Beiträge zur Filtertheorie. II. Math. Nachr. 10, 197 —232 
1953). 
lei I, dies. Zbl. 47, 56.) Hauptgegenstände dieses Beitrags sind die Galois- 
Korrespondenzen (= G.K.) und die „Verzahnungen“. Unter den verschiedenen 
Definitionen einer G. K. ist jene bemerkenswert, welche mit einer einzigen Forde- 
rung auskommt, nämlich: V„V, ® <ytmy< x*. Die allgemeinen Beziehungen 
zwischen binären Relationen und G.K. werden ausgiebig behandelt. Unter der 
Verzahnung M® eines Teilmengensystems SR einer festen Menge E versteht Verf. 
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das System aller jener Teilmengen von E, die mit jeder Menge von It einen ‚nicht- 
leeren Durchschnitt gemein haben. Die Abbildung M > SM® und die 3 K. können, 
wie Verf. dartut, zu einer systematischen Darstellung der allgemeinen Beziehungen 
zwischen Idealen, Filtern und Rastern [letztere im Sinne von Choquet („grille‘“, 
dies. Zbl. 29, 76)] benutzt werden. Die Lesbarkeit der Arbeit leidet nach Meinung 
des Ref. an Übersystematik; daß z. B. der Satz 4 einfach besagt, daß jede G. RK 
[®,, @©g] zwischen B(X) und ®(Y) mit einer Polarität zwischen X und Y identisch 
ist [nämlich mit jener, die durch die binäre Relation € @2{Y} (Mye ©,12}) er- 
zeugt wird], muß sich der Leser selbst zusammenreimen. Die Verbindung mit der 
vorhandenen Literatur ist sehr ausführlich besprochen. G. Aumann. 


Norris, Michael J.: Cofinally eoncentrated direeted systems. J. comput. Systems 
19812 21905) 

Let S = (S, <) be an ordered set; for each aes, let (-,a]ls = {®|® e8,2 <a}, 
la, —)s = {z|ve8, > a), 8, = S — [a —)s- S is directed, provided for every 
x, yeS there exists a point te S such that x, y<t. A direceted S is „cofinally 
concentrated“ fe. e.] if there exists no a& S satisfying |S,| = |S|. E S is c. c. then 
every subset of S of power |S| is cofinal (with S) (Th. 3). IE Sis ce. c., thena B{S 
is cofinal if and only if |U (—, 2]s| = |S|(we 2). HE Sis ce. c. and |S| = x,, then 
S contains a cofinal set X of the order type to, (Th. 6); r ©, denotes the minimal 
ordinal & so that &, be the supremum of a &-sequence of ordinals < w,. @. Kurepa. 


Bagemihl, Frederick: Congruous and incongruous one-to-one correspondences. 
Math. Scandinav. 1, 256—260 (1953). 

Es werden allgemein eineindeutige Abbildungen I’ zwischen (nicht notwendig verschiedenen) 
Mengen M und N betrachtet; sind hierbei m M und n€ N entsprechende Elemente und 
ist m = n, so heißt m ein freies Element von M bez. IT. Sei f? eine Klasse von paarweise 
fremden Mengen; gehören m und n zu demselben Element von 8, so werden sie ein zugehöriges 
Paar (,congruous pair‘‘) in bezug auf ft genannt; gehören sie zu verschiedenen Elementen von $, 
so werden sie ein nicht zugehöriges Paar (,‚incongruous pair“) genannt. Dann gilt (Theorem I): 
Sei & eine Menge von x, eineindeutigen Abbildungen I’ und jede solche habe wenigstens x. freie 
Elemente; E sei die Vereinigung der Mengen, zwischen denen die Abbildungen I’ von & definiert 
sind; schließlich sei p eine Kardinalzahl 2 < p< yx,. Dann existiert eine Zerlegung ® von E 
in p nichtleere paarweise fremde Mengen, so daß für jedes !'’aus © und für je zwei verschiedene 
Elemente X, Y der Zerlegung ®B es wenigstens p bez. /’ entsprechende Paare von Elementen 
gibt, die zu X bzw. Y gehören. — Weiterführung speziell für geordnete Mengen. 

H. Hornich. 

Kurepa, George: Real and ordinal numbers as sets of rational numbers. Soc. 
Sei. natur. Croatica, Period. math.-phys. astron., II. Ser. 8, 270— 278 und kroatische 
Zusammenfassg. 278—279 (1953). 

Verf. zeigt, daß zwischen den Eigenschaften der reellen Zahlen und der Zahlen 
der zweiten Zahlenklasse ein gewisser Parallelismus besteht, wenn man beide Kate- 
gorien von Zahlen in geeigneter Weise auf Grund der Potenzmenge der Menge der 
rationalen Zahlen definiert. W. Neumer. 


Kondö, Motokiti et Tosiyuki Tugue: Quelques eribles par rapport aux mesures. 
J. Math. 1, 55—61 (1951). 

Es sei E eine Punktmenge in der (x, y)-Ebene. Mit E, werde der Durchschnitt 
von E mit der y-Parallelen durch (x, 0) bezeichnet. Ist P eine Eigenschaft, welche sich 
auf die linearen Punktmengen (in E) bezieht, so sei /'„(E) die Menge aller Punkte 
(x, 0), für die #, die Eigenschaft P besitzt. Die Verf. legen als P die Eigenschaft 
zugrunde: „von positivem Lebesgueschem Maß sein“. In Verschärfung eines Er- 
gebnisses von B. Montgomery (dies. Zbl. 10, 56) wird gezeigt: Ist E analytisch 
(bzw. komplementär-analytisch), so auch /’,(E); und zu jeder linearen, analytischen 
(bzw. komplementär-analytischen) Menge H existiert ein E der gleichen Art mit 
H = I';(E). (Betr. die ganze Fragenstellung vgl. auch Sierpinski, dies. Zbl. 
3, 153). Otto Haupt. 
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Differentiation und Integration reeller Funktionen. Maßtheorie: 


oe Natanson, I. P.: Summierung von unendlich kleinen Größen. (Populäre 
Vorlesungen über Mathematik, Heft 12.) Moskau: Staatsverlag für technisch- 
theoretische Literatur 1953. 568. R. 0,80 [Russisch]. 

Eine klar und einfache geschriebene Einführung in die Volumen- und Flächen- 
berechnung einfacher Gebilde und in physikalische Aufgaben (Druck auf eine Wand, 
Arbeit beim Auspumpen von Wasser aus einem Gefäß) ohne Verwendung der Inte- 


gralrechnung. L. Schmetterer. 

Fullerton, R. E.: On the subdivision of surfaces into pieces with rectifiable 
boundaries. Rivista Mat. Univ. Parma 4, 2839—298 (1953). 

Certam classes of problems in surface area theory can be conveniently treated if it is possible 
to subdivide the surface into arbitrarily small pieces the sum of whose areas is the area of the 
surface (e. g. integration over a surface; cf. G.M. Ewing, this Zbl. 42, 285). The existence of 
such subdivisions for surfaces S = (T, 4) of finite Lebesgue area d. fined as continuous mappings 
(T, A) from a single closed Jordan region A of the (w,v)-planeinto E,, can be deduced by a C.B. 
Morrey’s representation theorem. Nevertheless it is useful to prove the existence of such sub- 
divisions direetly in view of possible extensions to mappings from finitely connected Jordan re- 
gions, or in higher dimensions. The following main theorem is proved. Il. Let S=(T, A) bean 
open non-degenerate surface of finite Lebesgue area defined as a mapping (T, A) as above. Then 
there exist (a) a mapping (7,.@) from the closed unit square Q into E, which is Frechet equivalent 
to (T,. A) and (b) a nested sequence (P;) of partitions of @ into closed non-overlapping rectangles 
P; = [R,.] with sides parallel to the u- and v-axes, such that (c) the ratio of the larger to the 
smaller sideofeach R,;; doesnotexceed 2; (d) for each e > 0 there exists an n, such that the dia- 
meter of each Rx islessthan eif k > n,; (e)foreach Bir N Q*, isa rectifiable continuous 
ceurve [R},. Q* boundaries of R,.. @]- The proof is new and consists on a rectification of certain 
eontours of finite lengths into straight line segments. The proof uses the concepts of contour 
and its lergth discussed by L. Cesari (this Zbl. 52, 51) with the aid of Carath&odoıy ends and. 
prime erds theory. L. Cesari. 

Bononeini, Vittorio E.: Un teorema di continuitä per integrali su superficie 
ehiuse. Rivista Mat. Univ. Parma 4, 299—311 (1953). 


In recent years the surface integral J(S) = (8) | F(p, t) du dv has been investigated under 
the sole hypotheses (a) F(p,t) is a continuous function of p = (2, y,2) € K, and de (4, bstel 
(K a closed subset of E,); (b) F(p, ht) = hF(p,t), h>0; (c) 8 isa continuous surface in K of 
finite Lebesgue area L($) < + © (L.Cesari, this Zbl. 29, 291; 30, 390; 37, 174; 46, 109; 
V.E. Bononcini, this Zbl. 48, 82; J.Ceeconi, this Zbl. 43, 58; 49, 40; A. G. Sigalov, this 
Zbl. 44, 101; J.M. Danskin, this Zbl. 48, 81). The author considers here linear integrals, i. e., 
of the form {($) = (Sy S dh tu + ff + fat) dudv, where f;(p),p € Kıi=l:2, are 
continuous point functions in K. The surfaces S = (T, A) are supposed to be closed; that is, 
continuous mappings (single valued, non-necessarily one-one) from a 2-sphere A into K. The 
following main theorem is proved. I. For every linear integral $ (8) and continuous closed oriented 
surfaces 8,8, in K with 8,8, L(8,) SM, n=1,2,..., we have $(8,) > $($). The 
proof is new and applies an approximation theorem of L. Cesari (this Zbl. 52, 2%). The author 
deduces from I. that the three integrals V (8) = (8) [x t, dudv = ($) a yt,du dv = (8) " 21, du dv 
coincide on every closed surface Sin E, with L (8) < + ©, and their common value can be in- 
terpreted as a definition of (relative) volume V(S)Z0 enclosed by 8 in E,. Such a volume 
differs from the (absolute) volumes V,(8) introduced by T. Rad 6 (this Zbl. 35, 326) and V; (8) by 
J.W.T. Youngs (this Zbl. 40. 251). They have all remarkable but different properties. V (8) is 
a cöntinuous functional in each class of closed surfaces 8 in B, whose areas are u R above. 

. Cesari. 

Krickeberg, Klaus: Über den Gaußschen und den Stokesschen Integralsatz. L 


Math. Nachr. 10, 261—314 (1953). 

Ziel der inhaltsreichen Arbeit ist es „alle überflüssigen, nicht in der Natur der Sache liegenden 
Voraussetzungen zu entfernen und nicht nur hirreichende, sondern auch hinreichende und not- 
wendige Redingungen für die Gültigkeit“ des in Rede stehenden Satzes „anzugeben.“ Zu diesem 
Zweck wird erstens eine sehr umfassende Klasse offener Mengen @G m uklidischen EZ, deı Punkte 
2 = (2,....,2,) abgegrenzt, ferner auf der Begrerzung F von @ ein (reelles) Maß u sowie eine 
reelle Funktion o argenemmen und schließlich eire Klasse von (reellen) Furktionen & in G (der 


abgeschlossenen Hülle von @) erklärt derart, daß für jedes solche die Formel gilt: (1) d dadi, = 


[x odu, unter A, das n-dimensionale Lebesguesche Maß und unter Ö, die partielle Ableitung 
F 
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standen. — Zweitens werden die Voraussetzungen über @, 11, 0 und & auf ihre gegen- 
nl Derichadget hin, insbesondere auf etwaige Entbehrlichkeit, untersucht. — Betr. a 
Bezeichnungen. Es sei H die Hyperebene x, = 0; h(X) die (senkrechte) Projektion der enge 
XCE,„ auf H; S8(x,M,) die Menge der Punkte 2 + (&,0,...,0) mit EM} a 7 
M,=#&, (also für die x,-Parallele durch x) kurz S(z); ferner S{X, M) = 08 (z,M) un 


Te 
entsprechend S(X). Weiter sei: Do die Mengealler z€ F, zu deren jedem EB viele Punkte 
von F mit der gleichen Projektion auf H wie x gehören; F° bzw. F” bzw. F’ die Menge aller 
x € F, für welche bei passendem e > 0 gilt: x € F® bzw. z& F”, wenn ”=x+ (0, = 0) € 
E,—-6 für 0<&,<e und «EG für —e<&,<0 bzw. umgekehrt; und z€ F‘, wenn 
a e@ für —e<&< e. Schließlich sei F!=F— (FF UF’ UF’). Mit}, sei das k-dimensionale 
Lebesguesche Maß bezeichnet, 1< k< n. — Forderungen an G: (1) @ ist offen; (2) es ist 
Jn-ı(P) = 0, wenn P die Menge aller y€ H mit 4, (6 S(y)) = +; (3) 1 (h (Do)) = 0. — 
Forderungen an yı und a. (u|1) Ist b das System der Borelschen Mengen auf F, so sei ab ein 
Maß; (o|l) o|F ist b-meßbar; (u, o|1) In Do, F’ und F* ist o u-fast überall Null; (z, o|2) Für 
jede Borelsche Teilmenge X von F? bzw. F” mit schlichter Projektion h(X) auf H gilt 
Anı (K(X)) = Joa bzw.A,Hh(X))=— H co du. — Forderungen an «. (x|1) Es ist « erklärt 
und endlich in G; (&|2) Für A,_,-fast alle y€ h(G) ist a(y + (510, .. „0)) als Funktion von 
$, totalstetig in jedem abgeschlossenen Intervall ihres Definitionsbereiches; (3|3 — 5) In @ 
existiert A,-fast überall &, &, ist A,-meßbar und A,-integrierbar über @; (x|6—7) x o ist „-meßbar 
in F bis auf eine u-Nullmenge (d.h. in F — N, wobei u(N) =) und w-integrierbar über F. — 
Betr. Zweitens. (A) Aus (11), (o|1), (x\|1—7) und der Gültigkeit von (I) für alle a folgen (u, ol—2). 
— (B) Es sollen (w|1), (o|1) und (z, o|1—2) sowohl für u, o als für u’, o’ gelten. Für beliebiges 
reelles & ist dann die Aussage (x|6—7) bezüglich u, o äquivalent mit der Aussage (x|6—7) bezüglich 
w', 0’. Die Klasse der «, für die (I) bewiesen und (x|1—7) erfüllt ist, hängt also nicht von « und o 
ab. — (C) Aus (w|1), (o|1) und (z, o|]1—2) folgen je noch zwei weitere Eigenschaften (42), (#|3) 
und (o|2), (o|3) (vgl. S. 275 der Arbeit). Umgekehrt folgt aus („1—3) die Existenz eines a mit 
(o|1) derart, daß (I) für alle x mit («|1—7) gilt; dabei sind je zwei derartige # u-fast überall 
gleich. Analog ergibt sich aus der Existenz eines o mit (o|1—3) die Existenz eines « mit («|l), 
das in einem gewissen Sinne eindeutig bestimmt ist; ein solches u läßt sich übrigens durch einen 
Integrationsprozess gewinnen (siehe auch $ 3 dieser Arbeit, auf den auch wegen weiterer Unter- 
suchung der Voraussetzungen verwiesen sei). In $4 wird der Fall besprochen, daß in Punkten 
von F die äußere Normale existiert und daß z eines der bekannten (n — 1)-dimensionalen Maße 
(Carath&odory usw.) ist sowie daß Teilmengen von F dehnungsbeschränkte Parameterdar- 
stellung gestatten. Schließlich werden notwendige und hinreichende Bedingungen bezüglich @, 


und zweier Vektorfelder sund a angegeben dafür, daß fürallesolcheagilt; [divad},— [ asdu, 
2 F 


unter a s das skalare Produkt verstanden. Bezüglich dieser A ihrer gegenseitigen 
Beziehungen muß auf die Arbeit selbst ($ 5) verwiesen werden. Otto Haupt. 
Kasanin, R.: Les integrales des fonctions differentiables. Srpska Akad. Nauk, 
Zbornik Radowa mat. Inst. 35, Nr. 3, 29—42 und französ. Zusammenfassg. 43 —44 
(1953) [Serbisch]. 
En partant de la differentiabilit& des fonctions P et Q de deux variables reelles 
YA. etablit le theoreme classique f Pdx +Qdy= 0 ainsi que les consequences de 
K 
ce theoreme. Les resultats obtenus sont compardes A ceux de H. Loomann. Du 
meme point de depart l’A. analyse les &quations de Cauchy-Riemann et donne la 
definition de la fonetion harmonique. Les resultats obtenus sont appliques aux 
fonctions d’une variable complexe et compar6s A ceux de H. LoomannetK. Meier. 
L’A. remarque qu’on peut developrer, de cette facon, le caleul differentiel des fonc- 
tions complexes, möme sans introduire la notion de l’integrale de ces fonctions. 
C. Orloff. 
Cafiero, Federico: Um’estensione della formula di Green e sue eonseguenze. 
Ricerche Mat. 2, 91—103 (1953). 


L’A. demontre les rösultats suivants [pour les d6finitions, cf. Den joy, Ann. sci. Ecole norm. 
sup., III. Ser.33,127— 222 (1916); 34, 181— 238 (1917); Saks, ce Zbl. 7,105; Caccioppoli, Rend. 
Accad. Sci. fis. mat., Napoli, III. Ser. 34, 152 —159 (1928); Caccioppoli e Scorza Dragoni, 
ce Zbl. 20, 135)]: 1. Soit f(x, y) une fonction döfinie dans un rectangle A= I, x I, continue 
en % (resp. y) pour presque tout Y(resp. x) dans I, (resp. I .)etayant presque partout dans A des 


u. 
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derivees partielles asymptotiques en x (resp. y) et des dörivces partielles approch6es en y (resp. &). 

Dans ces conditions f est asymptotiquement differentiable semi-rögulierement en © (resp. %) 

presque partout dans 4. 2. On donne u(z, y) [resp. v(x, y)] dans 4, continue en x (resp. %) 

pour presque tout yE€/, (resp. € I,) et presque partout derivable en © (resp. y), et approxi- 

mativement derivable en y (resp. x). Alors la fonetion de rectangle y(R) = [ (udx--vdy), 
FR 


e4 E “x ER 4 P% 2 
% R = frontiere du rectangle R, a presque partout dans | une derivee symötrique approch6e 


[donn&e par y,, (= un.” Up,l- — Applications & l’obtention d’une formule de Green 
generale et aux fonctions holomorphes. J. L. Lions. 


Divarsejsvili, A. G.: Über den Satz von Fubini für ein Denjoysches Doppel- 
integral. Soobstenija Akad. Nauk Gruzinskoj SSR 14, 393—398 (1953) [Russisch]. 

F(x, y) heißt auf einem Intervall R, absolut stetig, wenn die durch F(x, y) definierte Inter- 
vallfunktion F(r) auf R, absolut stetig ist. E sei eine Menge aus R,. Ein Intervall rC R, heißt 
von erster Art bezüglich Z, wenn irgend zwei einander gegenüberliegende Ecken von r zu E 
gehören. 1. Eine stetige Funktion F(x, y) gehört auf E zur Klasse K,, wenn F(r) in dem Sinne 
absolut stetig ist, daß nur Intervalle r in Betracht gezogen werden, die von erster Art bezüglich 
E sind. 2. Eine stetige Funktion F(x, y) gehört auf E zur Klasse K,, wenn eine absolut stetige 
Funktion @(z, y) auf R, existiert, so daß auf E F(x, y) =@(x, y) gilt. 3. Mit K, sei der Durch- 
schnitt von K, und K, bezeichnet. 4. F(x, y) gehört auf E zur Klasse A; = 1,2, 3), wenn E 


oo 
in der Gestalt U EZ, darstellbar ist und F(x, y) auf jedem E, zur Klasse K,; (i =1,2,3) ge- 
k=1 


hört. DapF(x, y) bezeichne den approximativen Limes des zweiten Differenzenquotienten von 
F(x, y). Eine meßbare Funktion f(x, y) heißt integrierbar im Sinne von Denjoy-Öelidze 
(D.-C.) auf R,. wenn eine stetige Funktion F (x, y) der Klasse 4, existiert, so daß fast überall (f.ü.) 
auf R, DapF (x, y) = f(x, y) gilt. Es werden mehrere Sätze angekündigt, die vielfach mit be- 
kannten Dingen zusammenhängen (vgl. z. B. Tolstov, dies. Zbl. 41, 23; DzvarsSejsvili, 
dies. Zbl. 45, 26), von denen wir einiges anführen. Wenn F(x, y) zu A, gehört, dann stimmen 
die approximativen zweiten gemischten Ableitungen von F(x, y) überein und sind f.ü. gleich 
DapF (x, y). Weiter wird die Frage nach der Gleichheit des Integralwertes von D.-C. mit den 
entsprechenden iterierten Integralen untersucht, z. B.: p(x) und y(y) seien im Intervall /, 
bzw. I, integrierbar im Sinne von Denjoy-Chin&in. Dann ist @(x, y) er Y(Y) EniegrE 


B 8 
bar im Sinne von D.-C. auf I, x I, und es gilt f f D(x,y)dedy — [ p(&) dx [ p(y) dy. 
“a Yy & dl 


z 


= Y Y 
2 ; c j nr 
9 ST | dx | = dy und | dy | FT dx auf R, zu A,ge- 


öx 


| 
IS 


Sei f.ü. auf R, 


a c [4 [77 
hören (wobei die Integrale offenbar im Sinne von Denjoy-Chinein zu verstehen sind), dann 
existiert eine stetige Funktion H(z, y) mit öH/ör=P, aH/öy=4Q £.ü. L. Schmetterer. 


Sceorza Dragoni, Giuseppe: Un eriterio di convergenza in lunghezza e la deri- 
vazione per serie. Rend. Sem. mat. Univ. Padova 22, 177—180 (1953). 

L’A. dä una semplice dimostrazione di un teorema di E. Baiada (questo Zbl. 
48, 291) F. Cafiero. 


Kreisel, G.: Note on funectional relationship. Math. Gaz. 37, 18—20 (1953). 

Hinreichend für die funktionale Abhängigkeit reeller u (x, y) und v(z, y) ist 
abgesehen von der Existenz stetiger erster Ableitungen das Verschwinden der Funk- 
tionaldeterminante, Beschränktheit von u + v2 und Existenz eines abgeschlos- 
senen Bereiches @(z, y), dessen Bild in der (u,v)-Ebene, von einer Nullmenge ab- 
gesehen, von einer Folge differenzierbarer Kurven v =V,(u) [oder v= U; (v)]; 
1,2,..., erfüllt wird. W. Maier. 


Kudrjavcev, L. D.: Über die Summabilität der Jacobischen Funktionaldeter- 
minante. Mat. Sbornik, n. Ser. 33 (75), 389—398 (1953) [Russisch]. 

Let f be a differentiable transformation of an open subset @ of the n-dimensional 
Euclidean space E* into E*, let J be the Jacobian of f, and let @, = [#: J en 0]. 
The following theorems are the main results of the paper: (I) If the set f!(y) is 


connected for every y, then E II (x) dx = If(E)| for every measurable set Be@. 
& 
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(II) If the mapping f is orientable and the set F!(y) is compact for every y, then the 
Jacobian J is integrable on every compact set FC @ and sup r(y)-F <a. 
vef(F)—S(6,) 
R. Sikorski. 

Serghieseo, Stephan: Sur des invariants differentiels dans le probleme du 
nombre des racines communes A un systeme d’&quations et du nombre de zeros ou 
des poles d’une fonction de variable complexe. Rend. Cire. mat. Palermo, II. Ser. 
2, 414—441 (1953). 

Les solutions du systeme (1) f;(2, 25 --,2%,)=0 (=1,2,...,n), en suppo- 


sant qu’elles n’annulent pas le determinant fonetionnel D des f,, sont aussi les solutions 
a i öf; 

du systeme (2) NA; f;=0 qui n’annulent pas D, A” etant le mineur de u 
[7 ü 

dans D; d’oü une maniere indirecte d’&valuer le nombre des solutions de (1) dans 


un domaine donne, & l’aide de l’intögrale de Kronecker. L’A. se borne aux cas 
n=2, n=3; ilne montre pas l’interet de cette methode. Les fautes d’impression 
sont beaucoup trop nombreuses. M. Herve. 

Ostrowski, A. M.: Simultaneous systems of equations. Nat. Bur. Standards, 
Appl. Math. Ser. 29, 29—34 (1953). 

Verf. beweist ein hinreichendes Kriterium für die Existenz wenigstens einer 
reellen Nullstelle des reellen Gleichungssystems f, (2, ---:2,)=0 (u=1...,n), 
kurz f(X) = 0, das zugleich eine (i. a. sehr scharfe) Abschätzung eines Näherungs- 
wertes X, gibt: Sei (Omjöf die Inverse der stetigen Funktionalmatrix (2f,/0x,), 

öx, | ]''? a 
0 -| I |5% 3 ‚|! a ) OR Pa Is<Ppg<so), 
und in der Umgebung U(X,): | —- X], < Dif(X). gelte A, (X) <D, D>0; 
dann liegt in U(X,) eine Wurzel von f(X)=0. Die Berechnung von 
A,(X) _ man sich auch auf Grund der Abschätzung |1/A,(X,) — 1/4, (X)| < 
ir 1/ 
%,- X, il 4 X) mt X = XL + X), ID) = | >'| Erch y i 
ö s ee | | 0%, 0%, | 
sparen. An einem Zahlenbeispiel (n = 4) wird das Verfahren und die Güte der Ab- 
schätzung vorgeführt. Schließlich liefert der Satz einen einfachen Konvergenz- 
beweis nebst scharfen Fehlerformeln für das Newtonsche Iterationsverfahren. 
| J. Weissinger. 

Massera, J. L. and J. J. Schäffer: On level eurves of eonvex surfaces. Fac. 
Ing. Montevideo, Publ. Inst. Mat. Estadist. 2, 117—120 u. engl. Zusammenfassg. 
120 (1953) [Spanisch]. 

A family of convex curves (', depending continuously upon a parameter t 
(<t<s 1) is called monotone if the condition !' <t”’ implies that C/,- is not 
exterior to C'y; moreover it is assumed that ( 1 degenerates into a point ora segment. 
For instance, the orthogonal projeetion of the level eurves of a convex surface in 
the neighborhood of a maximum P on the tangent plane at P forms a monotone 
family of convex curves. The authors consider the following problem I: given a 
monotone family ©, of convex curves, is it possible to find a convex surface whose 
level curves are the O,? This problem can be reduced to the following analytical 
problem II: Given any family F of increasing funetions f(t) defined in (0, 1), does 
there exist a change of variable t= T(s) such that all functions f(T(), feF 
are convex ? The authors give a set of necessary and sufficient conditions for an 
affirmative answer of this problem. i L. A. Santalö 
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Allgemeine Reihenlehre: 


Besicovitch, A. S.: On rearrangement of conditi i 
- ionally converge 5. 
London math. Soc. 28, 480483 (1953) ne 
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Unter Annahme der Kontinuumshypothese (Wohlordnung aller nicht-negativen, 
monotonen, ganzwertigen, gegen + 00 divergenten Funktionen nach dem Typ ®;) 
(0) 


werden Funktionenfolgen u, (x) (£ = 1, 2) so definiert, daß für jedes x u‘) (2) > 0 


geht und die Reihe über die positiven Terme und auch die über die negativen diver- 
giert; ferner so, daß jede Umordnung von I ul (x) für fast alle x gegen 0 konvergiert 
und jede Umordnung von & ur (x) für fast alle x divergiert. Th. Kaluza jr. 

Nasr, Saad Khalil: On sequences associated with a given series of positive terms 
and functions associated with a given integral of a positive eontinuous funetion. Proc. 
math. phys. Soc. Egypt 4, Nr. 4, 143—153 (1953). 


. = . . . .ı* . . 4 . . 
Es sei N p, eine Reihe mit positiven Gliedern; es seien s,—= X 7, ihre Teil- 
n vl 


” ran oo * m . 
summen und im Falle der Konvergenz r, = N p, ihre Reste. Klassische Sätze 


ven 


von Dini bzw. Abel-Dini behandeln das Verhalten von Pe n. im Falle der 


Konvergenz bzw. von Pe im Falle der Divergenz von »’p,. Neuerdings 
— 8 — 


haben F. W. Bradley und A. Edrei (dies. Zbl. 32, 273) gewisse Ergänzungen zum 
Dinischen Satz bewiesen. Verf. beweist für divergente Reihen NY p, analoge Er- 


+k 
gänzungen zum Abel-Dinischen Satz, z. B.: Existiert lim 7, 1b = @rfür 
Nn—00 v1 


ein ganzes k > 0 und ist ['® = 0, so existiert auch lim p,/s, und ist Wurzel der 
Nn—>00 


Gleichung x(1 — x)" = IT’, — Analoge Sätze werden für uneigentliche Integrale 
über positive Funktionen bewiesen. F. Lösch. 

Orloff, Constantin: Transformations g&ometriques des series A termes positifs. 
Bull. Soc. Math. Phys. Serbie 5, Nr. 3/4, 53—58 und serbische Zusammenfassg. 
58—59 (1953). 

Von zwei in einem Intervall stetigen Kurven mit gleichem absolutem Maximum 
am rechten Intervallende soll im Innern die eine ganz unterhalb der anderen ver- 
laufen. Von einem zwischen ihnen gelegenen Punkt A aus wird achsenparallel ab- 
wechselnd nach rechts und oben gegangen, bis jeweils die untere bzw. obere Kurve 
getroffen wird. Die Abszissendifferenzen der Treffpunkte werden als Glieder einer 
Reihe aufgefaßt, die den Wert Max-Abszisse minus A-Abszisse hat. Vier einfache 
Sätze ersetzen die Kurve durch andere so, daß die Reihenglieder transformiert werden, 
der Reihenwert aber erhalten bleibt, weil die Max-Abszisse, die A-Abszisse und die 
oben genannten Lagebeziehungen erhalten bleiben. Th. Kaluza jr. 

Fürstenberg, Harry: Note on one type of indeterminate form. Amer. math. 
Monthly 60, 700—703 (1953). 

Verf. beweist unmittelbar die wohlbekannte Tatsache, daß aus der Konvergenz 
der Zahlfolge AU gegen A folgt r!n" Al > A (r feste natürliche Zabl, AY die 
r-te Cesarosche Summenfolge), d. h. also, wie Ref. beifügen möchte, in der üblichen 
Ausdrucksweise: die Regularität des (C, r)-Verfahrens [vgl. z. B. Hardy, Divergent 
series, Oxford 1949, (5. 4.7) und (5. 7.) Th. 44; dies. Zbl. 32, 58]. Anwendung auf 
eine gegebene Folge ®(n) (> 0 für n = 0) durch Bildung der r-ten Di fferenzenfolge 
von lg®(n) = AN. Hermann Schmidt-Würzburg. 

Meyer-König, W. und K. Zeller: Inäquivalenzsätze bei Limitierungsverfahren. 
Math. Z. 59, 200—205 (1953). 

Die Verff. beweisen durch eine Konstruktion den folgenden Satz: A und A, 
seien Matrizen (# = 0,1,...). Zu jedem i gebe es ein r,, das von A, aber nicht 
von A; limitiert wird. Dann gibt es ein rg, das von A, aber von keinem A, limitiert 
wird. 2 Aus diesem Satz lassen sich unmittelbar Inäquivalenzsätze (d.h. Sätze, 

3* 
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die besagen, daß ein gegebenes Limitierungsverfahren mit keinem Matrixverfahren 
äquivalent ist) ableiten für Limitierungsverfahren, die als Vereinigung von Matrix- 


verfahren erklärt sind. Sosind die Verfahren © = U („E= UE„H= UH, 
kz0 kz20 k>0 


(O,: Cesäro; E,: Euler; H,: Hölder) mit keinem Matrixverfahren äquivalent. 
Die Verff. beweisen die Aquivalenz E = E,,, so daß auch FE, mit keinem Matrix- 
verfahren äquivalent ist (eine Folge heißt E, limitierbar, wenn die Kerne ihrer 
E,-Transformierten sich für k > 00 auf einen Punkt zusammenziehen). Durch 
ähnliche Überlegungen ergibt sich die Inäquivalenz für C, und H.. 

A. Peyerimhoff. 

Zeller, Karl: Merkwürdigkeiten bei Matrixverfahren; Einfolgenverfahren. Arch. 
der Math. 4, 1—5 (1953). 

Verf. konstruiert einige „‚pathologische‘‘ Beispiele von Matrixverfahren und legt 
so dar, daß bei der Untersuchung der allgemeinen Eigenschaften solcher Verfahren 
eine gewisse Einschränkung der zulässigen Matrizen angebracht erscheint. Im 
einzelnen wird gezeigt: 1. Zu jeder unbeschränkten Folge gibt es ein Matrixverfahren, 
durch das die Folge zu einer vorgegebenen Grenzwert limitiert wird. 2. Sind zwei per- 
manente Verfahren A und (' gegeben mit ACC und ist 4 entweder zeilenfinit oder 
so beschaffen, daß (€ eine beschränkte Folge limitiert, die nicht A-limitierbar ist, 
so gibt es ein Verfahren Bmit AC BCSC, das mit A, aber nicht mit C verträglich 
ist. 3. Es gibt eine Folge permanenter Matrizen Fr) mit Fi+DCF"n, so daß 
jedes Ft) eine divergente Folge limitiert, aber keine divergente Folge von allen Fr 
limitiert wird. A. Peyerimhoff. 

Krzyz, Jan: On monotonity-preserving transformations. Ann. Univ. Mariae 
Curie-Sklodowska, Sect. A 6, 91—111, polnische und russische Zusammenfassgn. 
111 (1953). 


oo 
Die Arbeit befaßt sich mit der Frage, wann eine Matrixtransformation N 9, (t) &, = oft) 
v-l 
monotone Folgen {£,} in monotone Funktionen # (t) (unter Erhaltung der Richtung der Monotonie) 
überführt. Sind die reellen Funktionen @,(f) auf emer Punktmenge D erklärt und wird mit Xy 
der Raum der Folgen {£,} bezeichnet, für die N 9,(t) &, für alle t€@ konvergiert, so gilt: 
v 
Unter den Transformationen, für die X9 mindestens eine monotone Folge enthält, die nicht gegen 
Null strebt, sind genau diejenigen monotonieerhaltend [d.h. aus 5,7 (N) folgt o(t) < oft,), 


r r 
Sul), uheD]) fürdegit 1. Yale Fat, .heDrei 


> 
.2 
k=1 k=1 


oo 
und 2. 3 9,(t) = const. für € D. — Werden X betrachtet, die nur monotone Nullfolgen 


enthalten, so bleibt der Satz richtig, wenn 2. weggelassen wird. — Etwas kompliziertere Be- 
dingungen ergeben sich für die Erhaltung der Monotonie im engeren Sinn. — Formal ganz 


entsprechend gebaute Bedingungen ergeben sich für monotonieerhaltende Integraltransfor- 
[6,0] b 


mationen J K(t,s)p(s)ds und J K (t,s)p (s)ds. — Verschiedene Anwendungen werden 
a 

besprochen, von denen wir folgende herausgreifen. Ein positives, permanentes Nörlund-Mittel 
ist genau dann konvergenzerhaltend, wenn gilt p,/P„S 0. Ist {s,} monoton wachsend, so 
ist die Folge der n-ten Cesäro-Mittel der Ordnung k, 0X, monoton fallend in k. A. Peyerimhoff. 

Lorentz, G. G. and M. S. Macphail: Direet theorems on methods of summability 
IIT. Absolute summability functions. Math. Z. 59, 231—246 (1953). 

Die monoton wachsende Folge &(n) heißt eine Konvergenzfunktion der Reihe 
2 u,„, wenn jede Teilreihe (ohne Umordnung!) &’u, konvergiert, die höchstens %{n) 
der u, mit 0 2.k —n enthält. Q(r) heißt eine absolute Summierbarkeitsfunktion 
(a. 8. .) für das Matrixverfahren 0, = 2, 4nn 8 wenn Z joy} — o„|< 00 gilt 
für jede beschränkte Folge {s,}, die höchstens ((n) nichtverschwindende s, mit 
0 Sk<zn besitzt. Das Hauptergebnis, Satz 7, lautet: Gilt Ann=0 (n>m), 
Ann I Amın SAmn MEN), Zu amn 1, Gyr m SM-a,,. BOist Q2(n) genau 
dann eine a. S. f. für das Verfahren A, wenn A(n) eine Konvergenzfunktion für die 


37 


Reihe 2a,„ist. Satz 8 und 9 enthalten dieselbe Behauptung unter etwas abge- 
änderter Voraussetzung. Es folgen Anwendungen auf Hausdorff-Abel- und Riesz- 
verfahren (Satz 10—19). Die Sätze 1—6 geben eine allgemeine Theorie der Kon- 
vergenzfunktionen und damit interessante Verallgemeinerungen geläufiger Reihen- 
theoreme. Die Arbeit schließt an G. Lorentz, dies. Zbl. 42, 294 (hinreichende Be- 
dingungen für a. S.f.; a. S. f. bei C-, E- und B-Verfahren) und dies. Zbl. 33, 34 an. 
K. Zeller. 

Sunouchi, Gen-iehirö: Tauberian theorems for Riemann summability. Tökohu 

math. J., II. Ser. 5, 34—42 (1953). Correetions. Ibidem 5, 189 (1953). 


oo n oo 
— r 8 . 
(1) > a, sei formal gegeben, s, = > Ui > — sin vi konvergiere in 


vl vl v1 


oo 

(2)0 <t <ö <2n,undessei lim > = sin vti=s. Dann heißt (1) R,-summier- 
t> +0 v1 

bar gegen s. In Weiterführung von Resultaten von S.Izumi-Matsuyama wird ge- 


n oo 
zeigt: Aus (3) > s, = o(n”) und (4) > 


v1 sen 


- = 0O(n”),, 0<a<i1V, folgt die 


R,-Summierbarkeit von (1) gegen 0. (1) heißt (R, 1)-summierbar, wenn 55 4, 
v=1 v 


en r 
in (2) konvergiert und lim X a, = — 3. Aus (3) und (4) folgt die (R,1)-Sum- 
mierbarkeit von (1) gegen 0. [Man beachte, daß die R, und (R, 1)-Summierbarkeit un- 


vergleichbar sind.] Nach einer Schlußweise von Szasz, dies. Zbl. 12, 402, sieht man 
ein. daß hier (und auch im Falle der R,-Summierbarkeit) (4) durch 5 (la,| — 4) 
sn 


— O(n!-=) ersetzt werden kann. In dieser Form wurde der Satz vom Ref., dies. 
Zbl. 39, 296, gefunden, jedoch nur für 1/2 <«& <1. Der Zusammenhang zwischen 
diesen Sätzen und der gleichmäßigen Konvergenz einer trigonometrischen Reihe 


oo 
erhellt aus folgendem: N a,sin»t konvergiert gleichmäßig in 0 <t<rz, wenn 


n=1 
n o j 
YErva,=o(n) und X |da|=0(n®), 0 <a <I1. L. Schmetterer. 
v1 vn 


Ogieveckij, I. E.: Über die Vergleichbarkeit der Summationsmethoden von 
Abel und (C, a, ß). Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 92, 231—234 (1953) [Bus- 
sisch]. 

Verf. betrachtet die Cesäroverfahren (C,,ß) mit «,8ß > —1 sowie das Abelverfahren 
A für Doppelreihen. of, sei die C-Transformierte der Reihe ZU „. Satz 1: Ist 0 =0 (m) 
(m fest), 0#, =0 (m*") (n fest), il < M fürm,n> N und U, restringiert A-summierbar 
zum Werte 8, so ist die Reihe auch restringiert (0, + 1, ß + 1)-summierbar zum selben Wert. 


Der Zusatz „restringiert“‘ besagt, daß beim Grenzübergang m und n der Einschränkung 
An<m<itn (w 0<IA<]I) unterworfen werden. Satz 2: Ist y,ö>0 und 


yös(e+1)(P +1), gilt or —0O(n®) (m fest), PR =0 (m?) (n fest), lo <M für 
m,n>N und it 2U,, restringiert A-summierbar zum Werte S, so ist die Reihe zum selben 
Wert (C,& + 1, 8 + 1)-summierbar, wenn beim Grenzübergang m, n > ©o die Zahlen m und 
n der Einschränkung 7 nolke) _ m < an (wo 0<A<1) unterworfen werden. 
Satz 3: Ist ZU, restringiert Abel-summierbar und gilt lo) < M für alle m und n, dann ist 
die Reihe für jedes h>1, k>1 restringiert ((,a+h, P+ k)-summierbar. Ähnliche Ie- 
sultate stammen vom Celidze (dies. Zbl. 40, 26) und Timan (dies. Zbl. 42, 65). Weitere Lite- 
ratur: Ogieveckij (dies. 7Zbl. 37, 326; 55, 293). K. Zeller. 

Berekasvili, V. A.: Die Borelsche Summation von Doppelreihen. Soobsdenija 
Akad. Nauk Gruzinskoj SSR 14, 193—196 (1953) [Russisch]. 

In Verschärfung eines Satzes von Celidze [Soobstenija Akad. Nauk Gruzinsko) 


SSR 8, 501-508 (1947)] wird gezeigt: Sei u„ = o(m) und v„ = o(n). A,a seien 
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x 
beliebige positive Zahlen und, in der Bezeichnung der oben zitierten Arbeit, |s„„| < 


oo * 
Aa#m+’n. Dann folgt aus der Konvergenz der Reihe =  Fmn gegen S die re- 
) i i ' Rei ) ie L. Schmetterer. 
tringierte Borel-Summierbarkeit der Reihe gegen >. 
> Dante) N. R.: Die Summation numerischer Doppelreihen nach der Lebesgue- 
schen Methode. Soobä&enija Akad. Nauk Gruzinskoj SSR 14, 71—76 (1953) [Rus- 
sisch ]- 


Die formal gegebene Reihe 55 a, heißt Lebesgue-summierbar, wenn 


mn 
m,n=1 
F(u,v) = 55 Em ERDE lu], o!< 6, 6>0, konvergiertund lim Fu, v) 


mn mu 0,0 
m,n=1 MU nv uU,v—0, 


[e, 0] oo ” 
vorhanden und endlich ist. Es sei (1) 23 la,,„| für alle m und = %,,| für allen kon- 
[ = 


vergent sowie =, la...) = o() und > de (>). Man folgert leicht |a,,,|! = 

(——) und dann: F{u,v) und na Gym Sind unter den Voraussetzungen 
u u) m,n=1 - ® 

(1) äquikonvergent, d. h. wenn (1) gilt, ist die Konvergenz von 2 3 „ Imn für die 

Lebesguessche Summierbarkeit notwendig und hinreichend. Das muß nicht 


richtig bleiben, wenn (1) nicht erfüllt ist, wie das Beispiel «a, = 1/(m? + n?) zeigt. 
L. Schmetterer. 
Denjoy, Arnaud: Approximation sommatoire de certaines series analytiques. 
Atti IV. Congr. Un. mat. Ital. 2, 89—94 (1953). 
n+1l 
Zur Ermittlung des Wertes von 2 u(n) wird u(n) durch f u(t) dt ersetzt, 


n 
n+t1 


für die Glieder der Fehlerreihe e5 f (n) — l u(t) dt| eine analoge Ersetzung vor- 
N 
genommen, etc. Das Verfahren konvergiert, wenn die Reihe konvergiert und 


(-1YPuP() >0O ist für >1 und p>0. Anwendung auf die Riemannsche 
Zeta-Funktion. Th. Kaluza jr. 
Shenton, L. R.: A determinantal expansion for a class of definite integral. 1. 
Proc. Edinburgh math. Soc., II. Ser. 9, 44—52 (1953). 
Verf. gibt in Anwendung des Parsevalschen Satzes für die Integrale 


b b 
"(Alc))?w(x) „ "A(x) B(x) w(x) 
| Ca C(&) 


[3 a 
unter der Voraussetzung, daß A (x), B(x), © (x) die Voraussetzungen für den Parseval- 
schen Satz erfüllen, eine Determinantenentwicklung. Ist C(x) ein Polynom, so ent- 
halten die Glieder der Entwicklung die Wurzeln von C(x). Anwendung auf den 
einfachsten Fall A(x) = B(x) =1, C(x) = x—z, zreell. Daraus wird die Ketten- 
! 


dx 


I 
; is "w(x . F k 
bruchentwicklung für | a ) der gewonnen, und die allgemeinen Entwicklungen 


a 
können als Verallgemeinerung der Kettenbruchentwicklungen betrachtet werden. 
O. Volk. 

Jaglom, A. M. und 1. M. Jaglom: Elementare Ableitung der Formeln von 
Wallis, Leibniz und Euler für die Zahl x. Uspechi mat. Nauk 8, Nr. 5, 181—187 
(1953) [Russisch]. 

Das Wallissche Produkt für r/2, die Leibnizsche Reihe für r/4 und die Eulersche 
Reihe für 7/6 werden ohne Zuhilfenahme der Differential- und Integralrechnung 
durch elementare Abschätzungen aus der Moivreschen Formel abgeleitet. Dabei 
ergeben sich auch die bekannten Reihen für höhere Potenzen von a. K. Bögel. 


| „ 
t 
Jankovie, Zlatko: Two recurrence formulae for the sums Sa,. Doc. Sei. natur. 
- Croatica, Period. math.-phys. astron., II. Ser. 8, 27—29 u. serbo-kroat. Zusammen- 
fassg. 29 (1953). 
oo 
Für s,, = = n?*k werden durch iterierte Integration einer bekannten Fourier- 


reihe und Einsetzen spezieller Werte hergeleitet: 


F = jye+1 9k-1 9k—1 = k—1 net 
Sgr — _ A ek 4 >’ ( 1k-isoıg - 
mr 2(2 k)! er (2)! 
qak+ı s—1 ei+l 


I ae 
i=0 
und daraus über die Potenzreihe von zxctgz x die symbolischen Formeln für 
die Bernoullischen Zahlen: (2B + 1)? + 2(22*-1— 1) Br = 0, @B+H=0. 
Th. Kaluza jr. 

Rao, K. Subba: Some properties of Fibonacei numbers. Amer. math. Monthly 
60, 680—684 (1953). 

Für die durch U, =U,=1,U,, = U,„+ U,„.ı (n> 0) erklärten Fibonacei- 
schen Zahlen wird eine Liste bekannter Relationen aufgestellt und durch einige 
weitere (quadratische und kubische) ergänzt. Mittels einfacher Grenzbetrachtungen 
an der irrationalen Dasrtellung vermöge der Wurzeln von #— x—1= 0 werden 
Einschließungssätze bewiesen, von denen einer lautet: Sind k, m, nnatürliche Zahlen, 


A is,,3% 
2@k+1)! 92-9797 + 1)1° 


so liegen, sobald n > ny(k), zwischen U," und U ._ genau m -k Fibonaceische 
Zahlen. Hermann Schmidt-Würzburg. 
Oppenheim, A.: On the representation of real numbers by products of rational 
numbers. Quart. J. Math., Oxford II. Ser. 4, 303—307 (1953). 
Given a realnumber £>1 and a sequence of positive integers N], 19, . . -- By 
means of the following algorithm a sequence of pos. integers dy, da, . . . is defined 


et FT. IE (1+2) N2 Ba RE. 
Fi <a >1 1° n=2%|1l zZ It7 <nS Pr 


It is proved that z= ]J (1 +2). and d,. >" (d,—1)(d, + n). — E 


i=1 


ı dr Be 


se2,1+ u 


eh = Gı (=1,2,...) is a pos. integer conversely it is stated, that integers 


d, which satisfy da > Ga (iu) (d, + 9) with at least one d, >22, give & 
oo 

produet (i + T- 
i=1 


ı 


) — x <co and that the d, are the integers associated with 


by the algorithm. — In this special case the remarkable fact is proved that z is ra- 
tionalif and only if, from some point on holds da = sa (u—1)(d, + n)Fr 4 re 
Cantor already considered the case n,—1 G=1,2,...) W. Verdenius. 


Sierpinski, W.: Generalisation d’une formule de E. B. Escott pour les racines 
carröes. Bull. Soc. roy. Sei. Liege 22, 520—529 (1953). 
Verf. knüpft an folgende bekannte Produktentwicklung für Quadratwurzeln an: 


1) ern II (1 + E ) . >23, k=k bku=k(ki —3). 
( > EN k„—1 ’ ’ 1 ’ arl nv 
Er nennt hierfür Escott[Amer. Math. Monthly 44, 644646 (1937)], doch findet sich die Formel 
auch schon bei Ostrowski, Verhdl. Naturf. (tes. Basel 40, 155 (Fußnote) und 214 (1929). Es 
wird nun gezeigt, daß sich jede reelle Zahl x > 1 auf genau eine Art in der ( sestalt eines unend- 
lichen Produktes dieser Form darstellen läßt, wobei k, die kleinste natürliche Zahl ist, für die 
2>1-+ 2/(k,—1) ausfällt, und die höheren k„ sich in entsprechender Weise bestimmen. Es 
ist stets (2) kn > kn — Kin wodurch die Entwicklungen des betrachteten Typs sich ebenfalls 
charakterisieren lassen, und genau dann wird x rational, wenn in (2) für n > 3 das Gleichheits- 
zeichen gilt. Die rasche Konvergenz wird an Beispielen erläutert. Zum Schluß berichtet Verf. 
noch über eigene ältere Untersuchungen betreffend normierte Darstellungsformen reeller Zahlen. 


40 


x 


Die erste dabei genannte Methode (1909) ist allerdings identisch mit der schon 1869 von Cantor 
angegebenen (Ges, Abhandlungen, Berlin 1932, S. 43—50; vgl. auch Perron, Irrationalzahlen, 
3, Aufl., Berlin 1947, $ 35), dagegen dürfte für die gewöhnlich nach Engel bezeichnete Quadrat- 
wurzelformel (1913; vgl. Perron a. a. O. $ 35, Ende) nach seinen Mitteilungen Herrn Sierpinski 
die Priorität zustehen. — Von den zahlreichen Druckfehlern möge der folgende, besonders störende 
angemerkt werden: nicht das vierte (quatrieme), sondern das vierzehnte (quatorzieme) 
Näherungsprodukt (das wegen des Anwachsens der Nenner praktisch nicht mehr berechnet werden 
kann) liefert für 2<x< 3 bereits eine Genauigkeit von mehr als 4000 Stellen. 
Hermann Schmidt-Würzburg. 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen : 


Tsuchikura, Tamotsu: Remark on a theorem of Erdös and a problem of Zale- 
wasser. J. Math. 1, 27—31 (1951). 

Verf. knüpft an einen Satz von Erdös (dies. Zbl. 37, 177) an, welcher besagt: 
Das Lagrangesche Polynom L(f; x) einer in [—1, 1] stetigen Funktion f(x), 
gebildet für die Nullstellen x{% des n-ten Tschebyscheffschen Polynoms, hat für 


fast alle x die Eigenschaft: - B3 IL.(f; ©)| = o(loglogn). Ist der Stetigkeits- 
k=1 


modul der Funktion (re) für h — 0, so ist lim —, = LG; )-fa)l=0. 
Von denselben Hölderschen und Zygmundschen Ungleichungen ausgehend verein- 
facht Verf. den Originalbeweis und erweitert den Satz hinsichtlich der Folge {n}, 
die durch eine Folge positiver ganzer Zahlen ersetzt werden kann. Bezüglich der 
analogen Fragestellung bei den Teilsummen s,,(2) der Fourier-Reihe von f(x) be- 
weist Verf.: Ist f(x) beschränkt und meßbar in [0, 2x] und ist {p,} eine Folge posi- 
tiver ganzer Zahlen, so ist 


n 


9 INS Cz 
= Is, — 0 (log log n), re \5p, (2)| = © (log log n) 
für fast alle x, und für stetiges /(x) kann O durch o ersetzt werden. P. Heuser. 
Därbasjan, M. M.: Abschätzungen der Ableitungen von Polynomen und ge- 
wogene beste Annäherung im Komplexen. Akad. Nauk Armjan. SSR, Doklady 17, 
3—? (1953) [Russisch]. 


Voranzeige einiger Sätze, die frühere Ergebnisse des Verf. erweitern (dies. Zbl. 
46, 69). 1. Abschätzung höherer Ableitungen der Polynome Q,(x2); 2. Zusammen- 
hänge zwischen E,(f, p) und dem Stetigkeitsmodul der Funktion f. Die Definition 
von E,„ ist dabei gegenüber der früher gegebenen etwas modifiziert: E,(f,p) = 
inf (max e=? (2) |f(2) — Q,(2)|), wobei = auf einer durch den zweiten und vierten 
n 
Quadranten laufenden Geraden variiert. W. Hahn. 


Charsiladse, F. I.: Über die Funktionen von V. A. Steklov. Soobsöenija A 
. 9 2 .« A. iA ER Q k i 
Nauk Gruzinskoj SSR 14, 139—144 (1953) [Russisch]. scenija ad 


Le ist im folgenden stets in (0, 2x) integrierbar und periodisch. Sei fs(x) — 


1 

wi f ft) dt. 1. f(x) erfüllt genau dann eine Lipschitzbedingung der Ordnung « 
(<a <1), wenn (1) sup |fs(x) — f(x)| = 0(6%). 2. Die Gültigkeit von (1) für 
x = 1 ist notwendig und hinreichend für die Gültigkeit von 


sup f® +6) + fa — 6) — 2f(a)| = 016). 


3. f(x) hat genau dann eine Ableitung, welche einer Lipschitzbedingung der 
Ordnung x(0 <a <1) genügt, wenn sup fl) — fa)|=O(öl+r). 4 Aus 


En Ifo(®) — f(x)| = 0(8°) folgt f(x) const. Analoge Ergebnisse kann man er- 


zielen, wenn man z. B. die Norm in ZP (0, 27), pP > 1, zugrunde legt. Die Ergeb- 


’ 


4 


nisse hängen eng mit Fragen der besten Approximation einer Funktion durch 
trigonometrische Polynome zusammen und folgen leicht aus solehen. Für verwandte 
Resultate begnügen wir uns mit Hinweisen auf Zygmund, Duke math. J. 12, 
47—76 (1945), Lozinskij, Steckin, dies. Zbl. 46, 70 u.a.. L. Schmetterer. 

Babakova, 0. L.: Über eine Verallgemeinerung der trigonometrisch konju- 
gierten Reihen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 91, 1241— 1244 (1953) [Russisch]. 

Verf. betrachtet zu periodischen Funktionen Fe 12, 

FO na, + 5 (a,coskt + b,sinkt) 
verallgemeinerte konjugierte Funktionen 
© 20 nk 
A,Fi,B, Fl) = > =— 
£sıt1—h 

wo für A das obere, für B das untere Vorzeichen steht und O<h<<1 ist. Für die 
Operationen A, und B, gibt er eine Integraldarstellung unter Verwendung von 
Thetafunktionen. Er verallgemeinert zwei für gewöhnliche konjugierte Funktionen 
bekannte Ergebnisse (vgl. Achiezer, dies. Zbl. 31, 157; Lavrentiev, Konforme 
Abbildung, Moskau 1946). Satz 1. Sei |FN (| <1 fürein r> 1. Dann gelten 
für die Güte der Cebysevschen Approximation von A, F bzw. B,F durch trigono- 
metrische Polynome vom Grade <n folgende beste Abschätzungen: Die Ab- 
weichung ist <n”a, (4) bzw. <nß,.(A), mit A = h?*, wobei 


(a,sinkt—b,coskt), 


a 5 4 Sir (9 
(A): Pr (4) u n 2 = jar+1 (2k -i yo 

gilt (für x das obere, für ö das untere Vorzeichen). Eine weitere Anwendung befaßt 
sich mit der angenäherten Bestimmung der konformen Abbildung eines kreisring- 
artigen Gebietes auf einen Kreisring. K. Zeller. 

Sunouchi, Gen-ichirö: Cesäro summability of Fourier series. Töhoku math. 
J., II. Ser. 5, 198—210 (1953). 

Es sei g(f) eine gerade periodische Funktion mit der Fourierreihe (ft) — 
S Er: 
> a„cosnt; es sei ferner D,(t) = 76) J p(u) (t — u) !du, (« >0), und es sei 
s? das n-te Cesärosche Mittel f-ter Ordnung der Fourierreihe. In Bestätigung einer 
vom Verf. schon früher ausgesprochenen Vermutung und in Erweiterung schwächerer 
Resultate verschiedener Autoren wird bewiesen: (1) Aus D;(t) = o(t"), (t > 0), mit 
0 <ß<y folgt die (C, P/(y — P — 1))-Summierbarkeit der Fourierreihe von @(f) 
an der Stelle = 0 zum Wert 0. — (2) Umgekehrt folgt aus s4 = o(n’) und 


re — O(n-1+°), (n > oo), mit BSer>>-117Y >6,0 <ö<1 die Ab- 

nd | Wi 

schätzung D,(t) = o(t*), (t > 0), für & = sp+YD/P-YH. F. Lösch. 
Walmsley, €.: Gibbs phenomena for Üesäro and Hölder summation of generaliz- 


ed Fourier series. J. London math. Soc. 28, 148—156 (1953). 

The author discusses the Gibbs phenomenon, for Cesäro and Hölder summation, of „gene- 
ralized Fourier series“ corresponding to functions with isolated infinite singularities in (—, rn), 
that is, Fourier series in which the integrals expressing the coefficients are either Cauchy prin- 
cipal values or complex integrals along a path from — ton avoiding the singularities. In the 
latter case, for different admissible paths, the corresponding series differ by „null trigonometric 


series“ which are summable to zero by the appropriate method. The author nyiacHliaalNE considers 


a — ( Je pP j ip I ( i 25 > in x and 
t t cot x an 1 its ( auchy Irıncl al value Jurler serlet Ss NT, 


investigates its Gibbs phenomenon for (C,1) summation. He also considers the function 
oo 


—_ RE and its complex integral Fourier series N ncosnx, and investigates Its 
4 2 


nl 
i : ati ‚hich, though equivalent in tbe 
Gibbs phenomenon for (C, 2) and (H, 2) methods of summation w y gh | 
na sense, exhibit a marked difference here. K.Chandrasekharan. 
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i .E.: Die (C, x, ß)-Summabilität der Fourierreihen von Funktionen 
I Nenlichon ee Akad. Nauk Gruzinskoj SSR 14, 385—392 
(1953) [Russisch ]. 

oh, (f, x, y; p, q) sei die (m, n)-te (C, &, P)-Partialsumme der gliedweise p-mal 
nach x und g-mal nach y differenzierten Fourierreihe von Im). se 
Yu) Ilka tm ytV)+fa-wy+9)+faet+twy-V)+fa-wy—d), 


y(a, v) = 4 [p (u, v) — f(x, ], Du, v) a 1) y(s, t) |ds dt. 


Aus ®(u,v) =O(uv) an einer Stelle x, y, folgt die (C,&,ß)-Sumierbarkeit der 

Fourierreihe von f(x, y) in x, y, entweder für jedes x, ß > 0 oder für kein a, P. 

Die Voraussetzung ist z. B. fast überall für alle Funktionen aus IP,p>1, em 

füllt. Wegen seiner genauen Analogie zum Eindimensionalen erscheint der Satz von 
oo 

Interesse. Der Beweis stützt sich auf den Satz des Verf.: N a,, sei für a',ß 


m,n=1 
(#,ß >—-1) (C,0’,ß’)-summierbar gegen $S. Für irgendwelche «,5 und 
-1<a<oa, -1<ß<ß sei || <M [d.h. die (m, n-)te (C, «, ß)-Partial- 
summe von 2 a,,, beschränkt]. Dann gilt für jedes y, 6 >0 lim ee. 
M,Nn>0O 
Wir erwähnen noch: f(x, y) erfülle in x,, 4, die Bedingung 


r n 9 
Pla) = I 55 D (5%) Aan-an.za ur 2Eo?E +0 (u + a9)" 
n=0 0 
(oder verwandte Bedingungen), A, , beliebige Konstante. Dann gilt für 
RB are: lim 0°, Gi: rd), ie SEES 22 
für m,n >50, wobei 1A <mn<sA für A>1 gilt. L. Schmetterer. 

Shapiro, Vietor L.: Square summation and localization of double trigonometrie 
series. Amer. J. Math. 75, 347—357 (1953). 

The main result of this paper is as follows: I£ T and 7’ are two double trigono- 
metric series with coefficients o [(|m| + 1)? (n| +1) 7,0 <y+n<1l0<y<i1, 
0<n<l1, and if the functions F, F’ associated with T and T’ are equal in a closed 
domain R contained in the interior of the fundamental square of periodicity, then 
in every smaller closed domain R’ contained in the interior of R, the series T — T’ 
is uniformly square summable (©, 1—y—n) to zero. The proof is based on a 
generalization of the process of formal multiplication of series developed by Rajch- 
man and Zygmund. The result, when compared with a similar result on eireular 
summation obtained by Berkovitz (this Zbl. 44, 290), shows a difference between 
the circular and square methods of summation. K. Chandrasekharan. 

Shapiro, Viktor L.: An extension of results in the uniqueness theory of double 
trigonometric series. Duke math. J. 20, 359—365 (1953). 

Consider a double trigonometrie series Ya, e'"*, where M = (m, n, X=(z,y), and its 


& ren MX |ap) f : ß a 
eireular partial sum | ven ae , |M| = (m? + n?)!!2, and higher Cesäro sums, A la Bochner 
I =. 


. Se ee ROLLER 
(this Zbl. 15, 157). The series is said to be of type (U) if 3 : 


DIE ısml<r |Ml? 
uniformly in X. M. T. Cheng proved (this Zbl. 38, 220) that (i) if the series is of type (U) and 
is eircularly summable (©; 1) to zero everywhere, then it vanishes identically: and (ü) if the 
series is of type (U) and is circularly summable (C, 1) everywhere to a mean-continuous function 
IX) whose Fourier series is of type (U), then the given series is the Fourier series of f(X). The 
author gives the following extensions of Cheng’s results. Given a double trigonometrie series in 
which {a ,} are complex constants such that G4y=o(l),as |M|— ©, anda set Z of capacity zero 
contained in the fundamental square 2 of side 2x, if the series is of type (U), and is eircularly 
summable (©, 1) to zero almost everywhere, and the (©, 1) mean 0; (X) is such that lim oz (z)|<oo 
in @—Z, then the series vanishes identically. A similar extension is given of Cheng’s result 


converges, as R — ©, 
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(ü) with the condition that the sum-funetion be essentially bounded instead of being mean- 
continuous. Finally for double sine series a similar result is proved with the condition of inte- 
grability on the sum function. K. Ohandrasekharan. 


Funktionentheorie: 


e Milloux, Henri: Prineipes. Methodes generales. Fase. I. Avec la colla- 
boration de Charles Pisot. (Trait& de th&orie des fonetions. Tome I.) Paris: Gauthier- 
-Villars 1953. VIII, 300 p. Fr. 4500,—. 

Dies ist die erste Hälfte des ersten einer Reihe von Bänden, die als Trait& de theorie des 
fonctions d’une variable complexe unter Leitung von G. Julia herausgegeben werden. Sie gibt 
in vorbildlicher Klarheit die allgemeine Theorie der analytischen Funktionen einer komplexen 
Variablen: Kurze Einführung in die Grundbegriffe der reellen Analysis; elementare eindeutige 
und mehrdeutige Funktionen; Cauchyscher Integralsatz, Maximumprinzip, Residuenrechnung, 
normale Familien, Riemannscher Abbildungssatz, Darstellung analytischer Funktionen durch 
konvergente Reihen, Produkte und Integrale. Diese klassischen Gegenstände sind ergänzt 
durch einige neuere Ergebnisse: Satz von Julia-Carath&odory über die Existenz einer 
Winkelderivierten, Zweikonstantensatz von Carleman, Borelscher Fall der Laplace-Trans- 
formation, W achstumsindikator einer ganzen Funktion vom Exponentialtypus, Dirichletsche 
Reihen, Juliasche Richtungen, cercles de remplissage von H. Milloux usw. A. Pfluger. 

Cafiero, Federico: Sulle eondizioni suffieienti per l’olomorfia di una funzione. 
Ricerche Mat. 2, 58—77 (1953). 

Pour que la fonetion f(2) = u(x, y) + iv(x, y) soit holomorphe sur un domaine 
A, il suffit de r&unir les conditions suivantes: a) u(x, y) etv(x, y) bornees et continues 
par rapport & x et ys&par&ment; b) P etant un point de A, Q un carre contenant P, 
de cöte 5(Q), d’aire |Q|, de perimetre FQ, pour presque tout Pona 

lim Ei [t@ el=10; 
sQ-9 A ıra _ 
e) E etant reunion d’un F, de mesure lineaire nulle et d’une famille denombrable 


de droites, pur PeÄ—E ona lm an f f@) de <+oo. — (et enonce 
9-0 @l |rQ 

englobe de nombreux resultats anterieurs jusqu’alors separ6s, tels ceux de Besico- 

vitch-Saks-Zygmund et de Looman-Menchoff-Tonelli; il permet aussi 

d’etablir une condition suffisante prevue par M.Montel en 1913: 2(,y) & 

v(z, y) bornees et pourvues de derivees partielles satisfaisant presque partout aux 

conditions de Cauchy. M. Herve. 

Remez, E. Ja.: Einige Fragen der Cebysevschen Annäherung im Komplexen. 
Ukrain. mat. Zurn. 5, 3—49 (1953) [Russisch]. 

This is a complete exposition of results announced earlier [this Zbl. 45, 298; see also Praei 
Siönevoi Sesii Akad. Nauk URSR. Dopovidi Viddilu Fiz.-Chim. Mat. Nauk 2, 207—214 (1944); 
V.K. Ivanov, this Zbl. 44, 283; 46, 293]. Let & be a bounded set of points Q = 
(0,0...) in (n+ 1)-dimensional complex Euclidean space K"", For every 2 = 


n 
(2 ...2)EK*, let L(z) = sup m — NY a,*. The problem is to find points z such 
Qe6 z=1 
that L(z) is a minimum. For many purposes, & is taken to be closed and convex and to con- 
tain e'® .Q along with @ (0 <9 < 2m). A geometric description of L(z) is first given, and a 
geometric solution of the problem of minimizing L(z). Certain finite subsets of (% are introduced, 
called by the author Cebysev subsystems. It is shown that the z’s minimizing L(z) are a convex 
set (in the usual real sense) in K" which may be a single point. A detailed analysis of the possi- 
bilities is given. It is proved that every % minimizing L(z) also minimizes L@) for every Ce- 
bv$ev subsystem of @, with the same value for the minimum. A number of other concepts 
are introduced and results obtained. E. Hewitt (R). 
Combes, Jean: Sur la dötermination des fonetions analytiques par des conditions 
| imposses ä leurs derivees suecessives. C.r. Acad. Sci., Paris 237, 1482—1484 (1953). 
| Combes, Jean: Sur la determination des fonetions analytiques par des conditions 
impos6es ä leurs dörivees successives. Bull. Sei. math., I. Ser. 78, 199— 216 (1954). 
Es handelt sich um Fragen der Existenz und eindeutigen Bestimmtheit in einem Gebiet @ 
analytischer Funktionen bei Vorgabe der Werte fr (£,) = %, in einer Punktfolge &, (# =1, 2): 
Es sei &, = 0 fürv &= DA0=EE #09, En, =D Di, =4, m=1,2,...); ferner möge @ 
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den Einheitskreis || < 1 enthalten, in dem auch alle 2, liegen sollen. Der Fall, daß alle 
x, = 0 (homogenes Problem), führt auf ein linear-homogenes Gleichungssystem für die un- 
endlich vielen, zu» = D, gehörigen Koeffizienten der Potenzentwicklung am Nullpunkt, dessen 
Matrix Halbdiagonalform (mit Diagonalgliedern eins) besitzt, so daß sich die inverse Matrix 
leicht berechnen läßt. Aus diesem gewinnt man dann notwendige Bedingungen für eine 
etwa vorhandene (nicht identisch verschwindende) Lösungsfunktion /(z), damit also hinreichende 
Eindeutigkeitsbedingungen für das nichthomogene Problem (nicht alle ©, = 0). So findet sich 
2. B., daß f(z) keine ganze Funktion einer Ordnung <1 sein kann; ebenso ist das homogene 
Problem unlösbar, wenn d,.,/d„—> co und wenigstens eines der z, den Betrag 1 hat. Die ge- 
wonnenen Bedingungen gestatten mancherlei Umdeutungen, wie etwa diese: Ist f (2) eine ganze 
transzendente Funktion der Ordnung < 1, so gibt es stets unendlich viele Ableitungen, die in 
einem gegebenen beschränkten Gebiet nicht verschwinden. Unter der speziellen Annahme, daß 
alle 2, = 1 sind, werden auch hinreichende Bedingungen für die Lösbarkeit des homogenen 
N: 
Problems angegeben. Es genügt, daß 1. die Potenzreihe >2: -- ST 
De An! dns! Ba (= 
SEC b € Te Deu nn k rergiert 1 < a 
radius >1 hat und 2. die F eibe I q, re! Sa = iert oder cd, 
>4 ist. Schließlich wird, ebenfalls bei z2,=1, eine die Lösbarkeit des inhomogenen 
Problems gewährleistende, zu 1.2’. hinzutretende, und naturgemäß von den a, abhängige 
Bedingung gefunden. = Hermann Schmidt (Würzburg). 

Naftalevid, A. G.: Über Interpolation durch meromorphe Funktionen im Ein- 
heitskreis. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 88, 205—208 (1953) [Russisch]. 

Es wird eine Reihe von Sätzen über Existenz und Wachstumseigenschaften 
von meromorphen Funktionen im Einheitskreis mitgeteilt, für welche in einer Punkt- 
folge A,, |A,| > 1. Anfangsstücke der Laurententwicklung (auch über den Singulär- 
teil hinaus) vorgeschrieben sind. In Abhängigkeit von Grenzexponenten und ver- 
wandten Bildungen für die Stellenfolge A,, von den Anzahlen k, der bei A, vor- 
geschriebenen Glieder (Interpolationsordnung), und schließlich von der Größen- 
ordnung der A, = Max aller Laurentkoeffizienten bei A, wird das Mindestwachstum 
der meromorphen Funktionen geschätzt, welche die Vorschriften erfüllen können. 
Dazu Aussagen nach mehreren Richtungen. E. Ullrich. 

Postnikov, A. @.: Ein Tauberscher Satz für Dirichletsche Reihen. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 92, 487—490 (1953) [Russisch]. 


„Pr einen Konvergenz- 


ne Bi stets 


Konvergiert f(s) = Nb,es (,>0) absolut für Res>0 und ist 

N 
1°) =0O() für Res>0 und ImssA, 2° N „a _oMmM 
ER u> 4 (An — k)? j 


> |b,|=Olink), so gilt X b„=O(lnk) (wobei die O-Abschätzung 


In—ki=u n<k 
von /A abhängt). Ein Spezialfall lautet: Konvergiert f(2) = N b„2* für ke] <I 
und ist f beschränkt im Sektor pl! <A, gilt ferner d,|S/-Inn, so ist sogar 


= db,=O (ink). Hier läßt sich sogar die Ungleichung in der Voraussetzung 
abschwächen zu 6), =—ylnn (mity > 0). Denn hieraus folgt die Abschätzung 
für |b,| (Verallgemeinerung des Ergebnisses von Heilbronn-Landau, dies. Zbl. 
0,197): K. Zeller. 


x 


Blambert, Maurice: Complöments A des th6&or&mes de E. Landau, M. Fekete 
et V. Bernstein. C. r. Acad. Sei., Paris 237, 1207-1208 (1953). 

Die im Titel aufgeführten Sätze von E. Landau, M. Fekete und V. Bern- 
stein schließen aus Annahmen über die Natur der Koeffizientenfolge {a,} einer 
Dirichletschen Reihe f(s) = Na, eins, (}, ! ©0), auf die Verteilung der Singis 


N 
laritäten von f(s). Wie in der Note (ohne Angabe von Beweisen) mitgeteilt wird 
lassen sich bei Beschränkung auf Dirichletsche Reihen mit meßbarer Exponenten- 
folge {„; analoge Sätze unter allgemeineren Annahmen über die Natur der Koeffi- 
zientenfolge {a,} aussprechen. F. Lösch 


ea Karl: FK-Räume in der Funktionentheorie. I. Math. Z. 58, 414—435 
53). - 


en  \ 
‚ 


45 


This paper contains applications of the functional-analyti i i 

i r ıs \ -analytic methods presented in the first 
part (this Zbl. 51, 86) in particular of the FK-spaces to the theory of functions of a complex 
variable. These applications do not yield essentially new results, the proofs however are new, 
the essential feature being the unified treatment of a class of problems. The author deals with 


oo 
the space N of functions a(z) = N a„z" holomorphie in the unit eircle. It is a B,-space and 
n=0 
considered as the space of the sequences {a,} itisan FK-space. Every bounded set in R is compact 
‚and every weak Cauchy sequence of elements converges strongly in X. The known analogies 
between the theorems of unicity of holomorphie functions and theorems of Vitali type have the 
functional-analytie source in the following convergence theorem. Given an FK-space EC, let 
{z,} be a bounded sequence in E. Then the sequence converges in R if the sequence {$ x,} con- 
verges for every &€ Z,Z denoting a set in the space € conjugate to €, which is either total in 
€ or dense in € (in the second case € is supposed to be a Banach space). Further on, the author 
proves several theorems concerning the boundary values of holomorphic functions. The functional- 
analytie methods in partieular the use of the concept of the minorant of the pseudonorm lead to 
simple proofs of many known theorems: existence of a(2) ERsuch that sup inf ja@)| = & 
0<e<1 | =e 
(Luzin-Privalov), existence of lim aloe‘?) for p in a given set © and unboundedness (or 
BI 
divergence) of a(o e?)for € DC ComplC (the sets D and ( satisfying some additional con- 
ditions), non existence of an a(z) ER with precisely denumerable set of boundary values. The 
problems of boundary values for bounded functions are considered too: existence of bounded 


functions e(z) such that the boundary value a (e'?) exists for every p and is discontinuous in 
a dense set. Final applications deal with the behaviour of partial sums of power series. 
h A. Alexiewiez. 

Bagemihl, F. and W. Seidel: A general principle involving Baire category, 
with applications to funetion theory and other fields. Proc. nat. Acad. Sci. USA 39, 
1068— 1075 (1953). 

Durch geschickte Spezialisierung eines äußerst allgemeinen und demgemäß fast tauto- 
logischen mengentheoretisch-topologischen Beweisprinzips gewinnen die Verf. eine Reihe von 
interessanten Sätzen betr. Häufungsmengen (cluster sets) für Funktionen aus der Klasse N der 
in |z|<1 oder auch aus der Klasse der in |z| < oo meromorphen Funktionen. Nebenbei 
werden auch Folgerungen anderer Art gezogen. In den Sätzen 1—3 wird übrigens die Vor- 
aussetzung, S sei metrisch, gar nicht benutzt; es genügt, S als topologischen Raum im Sinne 
Kuratowskis anzunehmen. Satz 3, ein topologisches Analogon des Kroneckerschen Approsi- 
mationssatzes, läßt sich dann so aussprechen: Ist H ein Hausdorffscher Raum, der dem zweiten 
Abzählbarkeitsaxiom genügt, 8 ein topologischer Raum, fi, k=1,2,..., eine Folge stetiger 
Abbildungen von S nach H, derart, dab U f» (@) dicht in H ist für jede nicht leere offene Menge 

k 


@<S, so ist die Menge derjenigen 8 € S, für die {f, (s)} dicht in H ist, eine Residualmenge. 
Für die funktionentheoretischen Anwendungen ist zunächst etwa folgender Satz 6 typisch: 
Der Wertevorrat von fe) EM sei das Gebiet @ der komplexen Ebene; die Häufungsmenge 
(eluster set) von f(z) in jedem Punkt eines Bogens X auf |2| =1 sei@. Dann ist die Menge der 
Punkte auf W, für die die radiale Häufungsmenge gleich G ist, eine Residualmenge. Daraus 
folgt ein Satz, der drei je einzeln hinreichende Bedingungen dafür nennt, daß f(z) € Min jedem 
Punkt einer Residualmenge des Randes die ganze Ebene als radiale Häufungsmenge habe. Als 
Korollar folgt eine Verallgemeinerung eines Einzigkeitssatzes von Luzin und Privalov. 
Ferner wird gezeigt, daß bei beliebig vorgeschriebenem Maß einer Menge auf 2] =1lein fr) EM 
existiert, derart, daß für jeden Punkt einer Menge dieses Maßes obige Aussage bez. der radialen 
- Häufungsmenge gilt. — Ähnliche Sätze gelten, wenn Häufungsmengen bez. Stolzscher Winkel 
betrachtet werden. H. Grunsky. 

Hayman, W.K.: On Nevanlinna’s second theorem and extensions. Rend. 
Cire. mat. Palermo, II. Ser. 2, 348—392 (1953). 

Verf. stellt sich die Aufgabe, eindeutige analytische Funktionen w(z) in Kreisen | — | <r 
mit veränderlichen Mittelpunkten zu untersuchen. Mit der Definition m (20, r, w(2)) = 
m(r, w(zy + 2)) für die Schmiegungsfunktion und entsprechenden Definitionen für Anzahl- 
funktionen und Charakteristik gelten die beiden Hauptsätze 


‘ 


ı I 
DT on) — T (z,r,w) +0(1), ID Tr, W) Be N(zor, r —) +8 (27, %) 


jel 


f h’ a n 
mit (29, 7, w) = m(z, r, =) + m (2 r, %) +01), hd) = I (w — a,). Für eine Folge von 


Kreisen 2? — 2,|< m wobei r, so wächst, daß T'(2,, rn, w) > © erfüllt ist, werden Bedingungen 
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für die Gültigkeit von S(2,, 77, W)/T (Zn, fm, w) > 0 hergeleitet, also Bedingungen, die nach (II) 
das Bestehen der Defektrelation 20 (a) < 2 garantieren, O(a) = 1 — lim (N (u, In» a)/ (zu Ir W))- ı 
Im Anschluß daran wird ein Beitrag zu der Frage gegeben, wann mit einer ın lz| <1 mero- 
morphen Funktion von beschränkter Charakteristik auch alle Ableitungen diese Eigenschaft be- 
sitzen. Eine weitere Anwendung der Methode auf ein Problem von Littlewood führt zu dem 
Satz: f(z), 9(z) seien in |z| <1 eindeutig regulär analytisch und g(z) von endlicher Ordnung. 
Weiter gelte in | <1 f@)(f@)—g(@)) +0. Dann gilt für Osr<e< 1 log Mr, D< 
log M (e, 9) + K/fe— r); K hängt nur von f(z) und g(z) ab. Schließlich vergleicht Verf. die 
Ausschöpfung des Existenzgebietes durch Kreise |2 —2,| <r„ mit der von Ahlfors betrach- 
teten regulären Ausschöpfung von Überlagerungsflächen. Er j H. Wittich. 

Lehto, Olli: On an extension of the concept of deficieney in the theory of 
meromorphiec funetions. Math. Scandinav. 1, 207—212 (1353). 

Es sei w= f(e) in || <R< oo meromorph, @ ein Gebiet der w-Ebene mit 
positiver Randkapazität. Für a€@ sei g*(w,a,@) die Greensche Funktion von @ 
mit a als Pol, falls wEG@, sonst g* = 0. Verf. führt dann die Funktion Ölr,a)& 


a ii gt(f(r eiP),a,G) dp ein, welche sich von der Nevanlinnaschen Schmiegungs- 
20 


funktion um ein beschränktes Glied unterscheidet. Ist N (r, a) die Nevanlinnasche 

Anzahlfunktion, so zeigt es sich, daß P(r,a) = ®(r,a) + N(r,a) als Funktion 

von a die kleinste harmonische Majorante von N (r, a) in @ ist und zugleich bis auf 

ein beschränktes Glied mit der Charakteristik T(r) übereinstimmt. Falls diese 

Funktion unbeschränkt ist, läßt sich also der Defekt des Wertes a durch ö(a) = 

1—limsup (N (r,a)/P(r,a)) ausdrücken. Diese Definition läßt sich aber auch im 
BE 


Falle beschränkter Charakteristik ausnützen. — Eine zentrale Gleichung gewinnt 
Verf. dadurch, daß er die Differenz n(r, a)— n(r, £) zweier Stellenanzahlen durch 
das Argumentprinzip ausdrückt, diese Gleichung über r logarithmisch sowie über 
eine Ö-Massenbelegung integriert. Wird die Masse speziell auf dem Rand von @ 
als das harmonische Maß in a des Randteilers interpretiert, so ergibt sich das obige 
Hauptergebnis. G. af Hällström. 

Tsuji, Masatsugu: Theory of meromorphie functions on an open Riemann 
surface with null boundary. Nagoya math. J. 6, 137—150 (1953). 

Es sei R eine nullberandete (Nevanlinna) Riemannsche Fläche, f eine mero- 
morphe Funktion auf R, n (a) die a-Stellen-Zahl von fauf R. Mit Hilfe eines „ersten 
Hauptsatzes‘‘ für meromorphe Funktionen auf einer Riemannschen Fläche beweist 
Verf.: (1) Die Menge der a-Stellen mit (a) <Supn(a) ist von logarithmischer 

(a) 
Kapazität null. Es ist Supn(a) = oo dann und nur dann, wenn lim ei = 09 
(a) > ın 
ist. Analoges gilt für die Teilflächen F, mit ff] <o. Es wird ferner der Groß- 
sche Satz über die Singularitäten der Umkehrfunktion einer ganzen Funktion ver- 
allgemeinert auf die Umkehrfunktion einer auf R meromorphen Funktion, sowie 
die reguläre Ausschöpfbarkeit (im Ahlforsschen Sinne) der Flächen R in bezug auf f 
vermerkt. Das Myrbergsche (dies. Zbl. 27, 217) Resultat von der positiven Kapa- 
zität der Singularitätenmenge einer Schottky-Gruppe wird auf einige modifizierte 
Fälle übertragen. Hier ist auch auf die Arbeit von H.L. Royden [Trans. Amer. 
math. Soc. 73, 40—94 (dies. Zbl. 49, 178), insbes. p. 91] zu verweisen. 
| A. Pfluger. 

Rajagopal, €. T.: On inequalities for analytic functions. Amer. math. Monthly 
60, 693—695 (1953). 

Sei f(2) für || <R regulär und A(r) = max Re f(z ‚ M(r) = max |f(z Ü 
z|l=&r<R. Bekannte Abschätzungen von \fw(o)| Ai If es durch oe Be 
M(R) Jensen, Ann. of Math., II. Ser. 21, 1—29 (1919—20)] werden für f(z) == 0 
verschärft: Wenn /®(0) +0, P()=0 für v<k, so gilt (1) |f® (O)|/r! 


Ba 


S2M(R)/Rre fü k<Sn<2k—1 und (2) F()]S2RM(R)(R®—r?)e für 
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we 


kl=r<R. (1) ist bestmöglich. In (2) kann M(R)/e nicht durch M/e— 6 (6 > 0) 
‚ersetzt werden. V. Paatero. 

Kubo, Tadao: Some theorems on bounded analytie funetions. Mem. Coll. Sei. 
Univ. Kyoto, Ser. A 27, 235—243 (1953). 


= 00 
Erstens wird der Satz von Hardy: „Ist f() = Na,2” im Einheitskreis 
0) 


.. .. “ oo 7 
regulär und beschränkt, so ist M(r) = I |a,| ” = o(1/y 1— r), wenn 0<r— 1“ 
U 
auf mehrfach zusammenhängende Gebiete verallgemeinert, und zwar in der Form 


oo f 
M (z) = a la,| I,(2)| = o(1/Yd«)), wobei die f,(z) ein bezüglich der Randwerte 


normiertes Orthogonalsystem von regulären Funktionen, f(2) = Na, f,(@) nach 
0) 


Voraussetzung im Gebiet regulär und beschränkt und d(2) der kürzeste Abstand 
vom Rande sind. Den springenden Punkt des Beweises bildet die Verwendung der 


Abschätzung X (2,2) < 1/[27d(z)] für den Szegö-Kern K (z,£) = Sr (2) f,(&) [Szegö, 
0) 


Math. Z. 9, 218—270 (1921)]. — Zweitens wird eine Abschätzung von Nehari 
(dies. Zbl. 35, 54) für den Schlichtheitsradius einer regulären Funktion dadurch 
verfeinert, daß in der Voraussetzung lim sup jlog(f(2)/2)| SM (für jeden Rand- 


z>t 
punkt t) die Konstante M durch eine Funktion A(t) ersetzt wird. Beim Beweis 
wird ein Kriterium von Study und Kobori (dies. Zbl. 5, 362) verwendet. 
J. Hersch. 
Charzynski, Zygmunt: Sur les fonctions univalentes bornees. Rozprawy mat. 
2, 58 p. (1953). 


Let fe) =a,2+q4,2?+--- bea univalent bounded analytie function in the unit eircle | 
such that ,> T(0<T<1) and |f(e)| <1 for lz| <1. Denote by Fy the family of all the 
functions f(z). Let H(X,X,,..„ Ay Ya Ya -- Yy), N 2, be an arbitrary real function 


of 2N —2 real variables (defined in a sufficiently large region), having continuous partial deri- 
vatives of the first order which do not vanish anywhere simultaneously. Put 


(1) HB,=H (X,5 X35n:-» Ar» Yar Yayp- +. Yry), where 
oo 
an a, TR. til Bei) 
n=1 Ar 


The main purpose of this paper is to prove: In the family F7, there exist extremal functions 
f*(z), for which (1) attains the greatest value. Each of these extremal functions satisfies the 
equation [f* (z)/f* (2)]? MI] =z?NK), 0<le|<1, where 


A D* Er N E* R iR 
Mm) > (ıD5 ,w)-20,n0= 3 | tr Ber) 208, 
a or er rZ 
23 * 
and Dyı, E}_1,Q* are written in explieit forms dependent only on the coefficients ar, 4, ar 
oo 
of f(@)= N a%z*. To prove this, six lemmas are used. Further the author studies properties 


of the Fnsflons M (w), N (z) and the first coefficient of the extremal function. K. Noshiro. 

Slionskij, G.: Über endliche Summen beschränkter, schlichter Funktionen. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 92, 707—709 (1953) [Russisch]. 

Let S be the elass of functions [)=?+% 22 ++... which are regular, 
schlicht, and normalized in |z| < 1, and let Syr denote that subelass of S for which 
ea] <M <oo in z| <1. Szegö [Math. Ann. 100, 188—211 (1928)] has shown 
that the partialsums o,@) =2+% 2+...+0,2#(n=1,2,3,...)are schlicht 
in the eirele |2| <1/4. For the class Sy, the author shows that Szegö’s radius of 1/4 
can be replaced by M/4(M — 1) provided M>3; for M <3, however, the 
author asserts that the question is still open. A. J. Lohwater. 

Hayman, Walter K.: La rögularit6 des fonctions univalentes. ©. r. Acad. Sci., 


Paris 237, 1624—1625 (1953). 
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Verf. teilt, mit Beweisskizze, zwei Sätze über schlichte Funktionen im Einheits- 
kreis, f(®) = 2a, 2’, mit, in die das asymptotische Verhalten von la,|, sowie Maxi- 
mum und Mittelwert von |f|auf |2|=r bei r— 1 eingehen. H. Grunsky. 

Rachmanov, B. N.: Zur Theorie der schlichten Funktionen. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 88, 413—414 (1953) [Russisch]. 

In Erweiterung der früher genannten Ergebnisse (dies. Zbl. 49, 174) wird kurz 
mitgeteilt, daß die arithmetischen Mittel aus je n Funktionen der oben genannten 
Klassen S, S* (= S, mit Sternigkeit um O), K, dieselben Eigenschaften haben, 
solange bzw. 2] < 0,188; || < 0,39; z:|< 0,39 bleibt. Die Reihen aus den 
ungeraden Potenzen einer Funktion s, (z) sind konvex für lz| < 0,188, die aus einer 
s* sternig für |2| < 0,39. Alle Abschnitte einer k, (2) (außer dem vierten) sind schlicht 
in |z| <4, aber nicht alle soweit konvex (Gegenbeispiel z(1 — 2), 2 +2 +2). 

E. Ullrich. 
Zmorovi, V. A.: Über Strukturformeln gewisser Klassen von analytischen 
Funktionen, die in einem Kreisring schlicht sind. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. Ser. 86, 465—468 (1953) [Russisch ]. 

Zmorovit, V. A.: Über einige Klassen analytischer Funktionen, die in einem 
Kreisring schlicht sind. Mat. Sbornik, n. Ser. 32 (74), 633—652 (1953) [Russisch]. 


Es werden Integraldarstellungen für alle Funktionen aufgestellt, welche den Kreisring 
K,(q, 1) schlicht abbilden und zudem konvex, sternig oder (in leichter Verallgemeinerung dazu) 
spiralig sind. Dies sowohl für Bildgebiete, die © ausschließen, wie für solche, die oo enthalten. 
Die Dokladynote gibt eine Anzeige der Ergebnisse, die Arbeit in Mat. Sbornik die Ausführung. — 
Die Beweise ruhen auf einer, schon für sich verdienstvollen, Übertragung der Integraldarstellung 
von Funktionen f(z) mit positiven Realteil, nach Riesz und Herglotz, auf den Kreisring; 
dabei finden als Kerne Jacobische Thetafunktionen ihren natürlichen Platz; die Integrale werden 
im Sinne von Stieltjes gegeben; in du (9) sind die Belegungen x () nichtabnehmend, auf 0 <d < 2 
normiert auf den Zuwachs 2x. Die Darstellung lautet 

j! 2u 1 2a , , 
() )=5; | Feed +5; J FL e) duo) -1, 


B) ä 
an; 27; z ) 


wobei der Kern F auf die Theta zurückgeht: 
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1-2 Fr ET ud n dd 2, 
Umgekehrt wird geprüft, wie weit gegebenes f(z) die (8) bestimmt; bei geeigneter Festsetzung 
in Sprungstellen geschieht das eindeutig. — Die bekannten n. u. h. Bedingungen für sternige 


bzw. konvexe Abbildung w= w(z) führen auf o@)=zw/w und x@)=1+zw”/w als 
Funktionen mit positivem Realteil, und damit zu ihrer Darstellung nach (1); das sind Diffe- 
rentialgleichungen für sternige, bzw. konvexe (und schlichte) Abbildungsfunktionen w(z), in die 
die zwei Belegungsfunktionen als willkürlich eingehen. Integration, hier offenbar nur Quadra- 
turen, liefert die Strukturformeln. — Zahlreiche Sonderfälle werden behandelt, bzw. aus älterer 
Literatur eingeordnet. Hervorzuheben ist der Fall, daß die «(®) als Treppenfunktionen gewählt 
werden: für konvex-schlichte Abbildung entstehen dann gewisse (bekannte) Verallgemeine- 
rungen der Schwarz-Christoffelschen Formel zur Polygonabbildung (in denen indes „konvex“ 
nicht erforderlich ist). Bei sternig-schlichter Abbildung entstehen Sterngebiete mit zwei Rand- 
komponenten, jede aus Strecken bzw. Halbstrecken auf dem Geradenbüschel 0, oo aufgebaut 
die eine von 0, die andere von © aus. Darunter findet sich, bei nur einer Sprungstelle, die Funktion 


w, gl) = 2 (1/2) log 2 e'ß, ad, ((1/2ai) log 2 e'*; g); 
das Ringbild hat eine Strecke und einen Halbstrahl in Richtungen «&, ß zum Rand. a = P oder 
| —P| = bringen Strecke und Halbstrahl auf dieselbe Gerade; diese Funktion erweist sich 
als Übertragung für den Ring zu der klassischen Extremalfunktion z/(1 — e'*)* aus der Theorie 
der schlichten Kreisabbildung. — Es sei erwähnt, daß die Kennzeichnung derjenigen (6) 
welche (stückweise) glatte Ränder des Ringbildes hervorrufen, noch aussteht. — Endlich eine 
Bemerkung zu dem vom Verf. mit allen umfangreichen Formeln explizit vorgeführten Fall 
schlicht-spiraliger Gebiete: Er kann allein durch die Potenzabbildung z = ti? mit Exponenten 
ı” e* auf den Fall sterniger Gebiete zurückgeführt werden; das zeigt sich sowohl an der 
edingung 0o(2) = zw’ (z)/w(2) bzw. (2) = e*tw(t)! i iti i 
Formeln. Es scheint, daß Hi Verf. sich re a a ist, ie ö 
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u Den den Formelapparat hierfür wiederholt und sagt, daß solche „spiralige‘“ Ab- 
re er wenig untersucht seien“. In der Tat bieten sie nur Korollare zu Sternab- 
E. Ullrich. 

e Bolder, Harm: Flow functions and their application to some problems of 
eonformal mapping. University of Leiden 1953. 38 p. Thesis. 

Es wird folgende Verschärfung des Ahlforsschen Verzerrungssatzes bewiesen: 
Es sei Q ein einfach zusammenhängender Bereich, ferner seien A’, B’, 0’ und D’ 
vier Randpunkte dieses Bereiches, so daß einerseits die zusammenhängenden Rand- 
teile A’ B’ und ©’ D’ und andererseits A’ D’ und B’ CO’ disjunkt sind. 2 sei auf 
einen Teilbereich des Streifens 0 <y<ca der (x, y)-Ebene in solcher Weise ab- 
gebildet, daß die Randteile 4’ D’ bzw. B’ C’ einer Strecke A D’ bzw. B Oder Geraden 
y=a bzw. y= (0 entsprechen. Es seien xp und x, die Abszissen der Bildpunkte 
P und Q von zwei beliebigen Punkten P’e4A’B’ und QeE(’ D';, dann gilt die 
Ungleichung 9 - p Za(o—1), o= | dx/d(x). Für die Bedeutung des Aus- 
drucks o vgl. z.B. Nevanlinna, Eineindeutige analytische Funktionen (dies. 
Zbl. 50, 303), S. 93—98. Die bei Ahlfors auftretende Nebenbedingung o > 2 kann 
man also fallen lassen, ferner wird die Ahlforssche Ungleichung verschärft. Die 
Existenz einer Abbildung wird mit einem Verfahren bewiesen, das dem Courant- 
schen Beweise des Dirichletschen Prinzips nachgebildet ist. G. Freud. 

Chavinson, $. Ja.: Extremaleigenschaften von Funktionen, die ein Gebiet auf 
einen mehrblättrigen Kreis abbilden. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 88, 957 — 
959 (1953) [Russisch]. 

Existenzsätze für einige Extremalaufgaben aus der Theorie der analytischen 
Funktionen aufstellend, teilt Verf. die Abbildungseigenschaften der Lösungen dieser 
Aufgaben mit, ohne die Einzelheiten der Beweise darzulegen. Die Methode basiert 
auf einem aus einem Hahn-Suchomlinoffschen Satze hervorgehenden Hilfssatz, der 
lautet: Es sei E* der konjugierte Raum eines linearen komplexen Raumes E, und 
T die Menge aller der Linearoperatoren, die auf einer linearen Mannigfaltigkeit L inE 
verschwindet. Dann gilt |l!|, = inf ||I—t|| für jedes le E*, und ferner wird die 

tet 
untere Grenze durch ein t*€ T erreicht. Indem Verf. den Hilfssatz auf verschiedene 
Fälle von E und L anwendet, zeigt er, daß sich aus jeder dieser Aufgaben eine 
solche Funktioı ergibt, die ein gegebenes mehrfach zusammenhängendes Gebiet 
auf einen mehrblättrigen Kreis abbildet. In der Tat zählt er die Resultate auf, die 
die früheren Ergebnisse von Geronimus, Goluzin. dem Verf. selbst, Ahlfors, 
Garabedian, Markusevi@ usw. enthalten. Y. Komatu. 

Jenkins, James A.: Another remark on „Some problems in conformal mapping“. 
Proc. Amer. math. Soc. 4, 978—981 (1953). 

Ob zu einem gegebenen dreifach zusammenhängenden Gebiet D (keine Punkte 
als Randkomponenten) und einem dreifach zusammenhängenden Teilgebiet D, das 
in keinem Teilgebiet von D mit niedrigerem Zusammenhangsgrad enthalten ist, 
eine konforme Abbildung von D’ in D existiert, die eine Randkomponente von D’ 
in die entsprechende Randkomponente von D überführt ? Verf. zeigt, daß diese 
Frage zu verneinen ist. A. Pfluger. 

Jenkins, James A.: Symmetrization results for some conformal invariants. 
Amer. J. Math. 75, 510—522 (1953). 

Die Arbeit stützt sich wesentlich auf eine frühere desselben Verf. (dies. Zbl. 36, 49). Ihr 
erster Teil enthält Aussagen der Art, daß bei zentrischer Symmetrisierung eines Gebietes ge- 
wisse Modulgrößen zunehmen. Als Beispiel diene Satz 2: D sei ein zweifach zusammenhängendes 
Gebiet, das oo enthalte; 8, und St, seien die beiden, nicht ausgearteten, Randkontinua. Man 
betrachte alle diejenigen Kurven ce, («= 1, 2), die $t, von co und der andern Randkomponente 
trennen. 0(z) bezeichne eine konforme Metrik in D, die den Bedingungen unterworfen sei: 
fo|&| za, we 20 gegebene Zahlen sind, die nicht beide verschwinden. Dann ist 


© ” 
Mm (@,, 4,) = min f f o? dx dy die betrachtete Modulgröße. Unter zentrischer Symmetrietrisierung 
| 
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wird folgendes verstanden: Man betrachte den Kreis 2] = r mit beliebigem r und verlagere die, 
Teilbogen, die der $, entsprechenden Komponente des Komplementes von D angehören, in. , 
einen zur positiv reellen Achse symmetrischen Bogen auf lz| = r von gleicher Gesamtlänge; 
entsprechend verfahre man mit den in analoger Weise $, zugeordneten Bogen von kl = 
die in eine Lage symmetrisch zur negativ reellen Achse gebracht werden. — Eine Anwendung 
bezieht sich auf die Klasse 8 der in |z| <1 normierten schlichten regulären Funktionen 


ia) = B5 d,2, u =1. Sei O0<r,rz<1. Für |f(- r)| gelten die bekannten Schranken; 
il = ng 
sei a An durch sie zugelassener Wert. Dann wird für die Teilklasse der f(2) mit ken) u 
das genaue Maximum von |f(r,)| durch Kennzeichnung der zugehörigen Schrankenfunktion an- 
gegeben. U.a. folgt daraus |b,| <3 in 8. N | j 1% Grunsky. 
Kubo, Tadao: Bergman kernel function and canonical slit-mapping. Mem. Coll. 


Sci. Univ. Kyoto, Ser. A 28, 33—40 (1953). | 

Nach der Methode der Randintegration beweist Verf.: Es sei D ein Gebiet der z-Ebene mit 
endlich vielen eigentlichen Randkontinua, das 0 und © enthält, s, (z) diejenige Funktion, die 
es auf ein Gebiet abbildet, dessen Rand auf logarithmischen Spiralen der Neigung d/2 liegt, 
mit s,(0)=0, 8, (00) = ©, 8,(2)=2+ O(1) bei oo; ferner sei a, — s, (0), L der äußere 
logarithmische Flächeninhalt des Komplementes von D. Dann gilt: 

Re et log a,) — log a, [log (a,/a,) > Lj2n. 
Die Verschärfung gegenüber bisher Bekanntem (vgl. z. B. Ref., dies. Zbl. 5, 362) liegt in dem 
zweiten Glied der linken Seite. Die Ungleichung ist scharf; wie Verf. zeigt, gilt Gleichheit, falls 
D das Äußere eines Kreises ist (auch für mehrfach zusammenhängendes D ließe sich leicht Ent- 
sprechendes nachweisen). , H.Grunsky. 

Belinskij, P. P.: Über die Verzerrung bei quasikonformen Abbildungen. Do- 
klady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 91, 997—998 (1953) [Russisch ]. 

Im Anschluß an Lavrentiev (dies. Zbl. 14, 319) werden quasikonforme Ab- 
bildungen w=f(e) des Einheitskreises | <1 in sich, |w| Ss 1, mit festem 
Ursprung betrachtet, unter der Annahme, daß die Charakteristik p(z) unter einer 
festen Schranke g bleibe. (1) Das Bild des Kreises 2 =:r e‘® bleibt dann in einem 
festen Kreis vom Radius o = o (r, g), der aus einer Beziehung zwischen vollständigen 
elliptischen Integralen erster Gattung berechnet werden kann; Gleichheit kann 
eintreten für angebbare Extremalfunktionen. (2) Geht ein Randbogen £ in einen 
Randbogen w über, so bleibt ® = y (£, g), und es gelten entsprechende Aussagen. 
(3) Für g=1-+e bleibt |f() —z| <18logg <18e. Damit wird eine bei La- 
vrentiev angeschnittene Frage z. Teil beantwortet. (3) ruht auf (1), (2) sowie auf 
einer Methode von Lavrentiev, ergänzt durch eine neuere Aussage von War- 
schawski. E. Ullrich. 


e Nevanlinna, Rolf: Uniformisierung. (Grundlehren der math. Wissenschaften 
in Einzeldarstellungen, Band LXIV.) Berlin-Göttingen-Heidelberg: Springer-Verlag 
1953. X, 391 S. mit 22 Abb. 

Verf. gibt eine moderne Darstellung der klassischen Uniformisierungstheorie und eine 
Einführung in die zur Zeitstark im Fluß befindliche Theorie der offenen Riemannschen Flächen. 
Das Buch beginnt mit einem Kapitel über algebraische Funktionen als der Quelle des Begriffs 
der Riemannschen Fläche (R. F.) und des Uniformisierungsproblems. Das zweite Kapitel stellt 
sich auf den abstrakten Standpunkt. Die R. F. wird definiert als ein zuammenhängender, lokal 
zweidimensionaler Hausdorffscher Raum mit einer konformen Struktur. Die Dimension 2 und 
die konforme Struktur bedingen das zweite Abzählbarkeitsaxiom. Von diesem auf T.Radö 
zurückgehenden Satz wird ein wesentlich einfacherer Beweis gegeben. Es wird die ganze Uni- 
formisierungstheorie durchgeführt, ohne von der Möglichkeit der Triangulierbarkeit Gebrauch zu 
machen. Diese ergibt sich nachträglich leicht daraus, daß jede R.F. als Fundamentalbereich 
einer linearen Substitutionsgruppe dargestellt werden kann. Es folgen die singuläre Homologie- 
theorie und die fein durchgearbeiteten Abschnitte über Fundamentalgruppen und Überlagerungs- 
flächen. Das dritte Kapitel behandelt Funktionen und Differentiale auf R.F,, deren äußeren 
Kalkül, Integralsätze auf differenzierbaren singulären Ketten und das Maximumprinzip. In den 
folgenden drei Kapiteln werden die fundamentalen Existenzsätze bewiesen für geschlossene und 
kompakte berandete Flächen mit Hilfe des Schwarzschen und des Neumannschen Verfahrens 
welchen der Verf. wegen ihres konstruktiven Charakters anderen Methoden gegenüber den Vorzug 
gibt. Der Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes erfolgt auf Grund des homologiemäßig 
einfachen Zusammenhangs. Mit Hilfe dieses Satzes wird in den nächsten zwei Kapiteln die 
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Uniformisierung durchgeführt. Dann folgt der Beweis des allgemeinen Abbildungssatzes schlicht- 
artiger Flächen, ausgehend von berandeten kompakten Flächen und durch Grenzübergang zu 
den offenen, der Extremaleigenschaften der Schlitzabbildungen und die Anwendung auf Uni- 
formisierung. Das neunte und letzte Kapitel führt ein in das in voller Aktivität befindliche 
Gebiet der offenen Riemannschen Flächen. Die behandelten Gegenstände sollen durch Stich- 
worte angedeutet werden: Konstruktion offener Flächen, Greensche Funktion, Randwert- 
probleme für nichtkompakte Teilflächen, normierte Potentiale mit vorgeschriebenen Singulari- 
täten, automorphe Potentiale, Abelsche Integrale erster Gattung, Unterräume quadratisch inte- 
- grierbarer Differentiale, Klassifikation Riemannscher Flächen. Dieses klar geschriebene und durch 
saubere Herausarbeitung wesentlicher Gesichtspunkte und tragender Ideen sehr anregende 
Buch hat eine spürbare Lücke ausgefüllt. A. Pfluger. 

Tsuji, Masatsugu: On Ahlfors’ theorems on covering surfaces. J. Fac. Sci., 
Univ. Tokyo, Sect. I 6, 319—328 (1953). 

Verf. gibt, ohne wesentlich neue methodische Grundgedanken, Beweise für den 
metrisch-topologischen Hauptsatz und den Fünfscheibensatz von Ahlfors (dies. 
Zbl. 12, 172), die etwas kürzer sind als die Ahlforsschen. H. Grunsky. 

Royden, H. J.: On the ideal boundary of a Riemann surface. Ann. math. 
Studies Nr. 30, 107—109 (1953). 

Es sei F eine Riemannsche Fläche, BD die Klasse der beschränkten stück- 
weise glatten Funktionen mit endlichem Dirichletintegral D(f). BD ist ein Ring 
mit Einselement. Ä sei die Klasse der f€ BD mit kompaktem Träger. Die Norm 
IIfil = Sup |f| + D(f) definiert in BD eine Topologie, bezüglich der BD zu einer 
Banachschen Algebra 4 ergänzt werde. A kann als der Ring der stetigen Funk- 
tionen auf dem kompakten Raum F* der regulären Maximalideale von A betrachtet 
werden. Die Menge der maximalen Ideale von A, die K nicht enthalten, ist homöo- 
morph zu F. Die Menge /’ der maximalen Ideale von A, die X enthalten, bildet 
eine nicht-diehte abgeschlossene Teilmenge von F*. Verf. betrachtet /' als den 
idealen Rand von F. Es werden einige Eigenschaften von /"untersucht. 

A. Pfluger. 

Calabi, E.: Metrie Riemann surfaces. Ann. Math. Studies Nr. 30, 77—85 
(1953). 

Verf. gibt hier eine Spezialisierung seiner frühern Arbeit (dies. Zbl. 51, 131) 
auf den zweidimensionalen Fall mit zusätzlichen Resultaten, die für diesen Fall 
charakteristisch sind. Es werden jene Maßbestimmungen charakterisiert, die auf 
einer Riemannschen Fläche durch deren reguläre analytische Abbildung in den 
unitären N-dimensionalen Raum (N = oo) erzeugt werden. A. Pfluger. 

Kakutani, Shizuo: Random walk and the type problem of Riemann surfaces. 
Ann. Math. Studies. Nr. 30, 95—101 (1953). 

Fast alle „Brownschen Bewegungen“ auf einer einfachzusammenhängenden 
Riemannschen Fläche F, die von einem festen Punkt ausgehen, sind auf F entweder 
überall dicht oder nirgends dicht, je nachdem F vom parabolischen oder hyper- 
bolischen Typus ist [Kakutani, Proc. Japan Acad. 21, 138—140 (1945)]. Da- 
gegen, ist für n=3 die Riemannsche Mannigfaltigkeit 2” eine Überlagerung 
des R", so sind fast alle Brownschen Bewegungen auf ”, die von einem festen 
Punkt ausgehen, auf &” nirgends dicht. A. Pfluger. 

Kuroda, Tadashi: On the classification of symmetrie Fuchsian groups of genus 
zero. Proc. Japan Acad. 29, 431—434 (1953). RL 

Soit D, un polygone dans |z| < 1 dont la frontiere est form6e d’un nombre fini ou d’une 
infinit@ d&nombrable d’arcs de cercles x, orthogonaux & lz| =1, et ne se rencontrant pas dans 
lz| <1, ainsi que d’un ensemble ferme E sur zit. Si on &tend D, par symeötrie relative & 
l’un des cöt6s a,, on obtient le polygone fondamental d’un groupe fuchsien ou fuchsoide, qui 
associe les cötes 2 & 2 symötriques; ce groupe, sans substitution elliptique et de genre z6ro, corres- 
pond & une surface de Riemann D, et inversement, toute surface de Riemann symötrique et de 
genre zero peut &tre obtenue de cette maniere. — On dösigne par O, la classe des surfaces de 
Riemann & frontierenulle, par O,, (ou O,,) celle des surfaces de Riemann sur lesquelles il n’existe 
aucune fonction analytique non constante, uniforme, bornee (ou dont l’integrale de Dirichlet 
est born&e). — Soit 8, ensemble des arcs de z|=r<1 qui sont dans D,, I(r) la somme des 
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longueurs de ces arcs, A(r) la longueur du plus grand d’entre eux. L’A. demontre les r&sultats 
suivants: 1° si [ dr/l(r) diverge, D appartient ä&0,; 2° pour que D appartienne & O4, U faut et 
i 1 


suffit que I(r) tende vers zero quand r tend vers 1; Bst ‘ dr/A(r) diverge, D appartient a 
Op: — Pour la d&monstration, I’A. fait appel aux resultats connus suivants: representons 
conform&ment D, sur un cercle-unite, et designons par e l’ensemble qui correspond a E; pour 


que D appartienne & O,, Our, O4n, il faut et suffit que e soit de capacite logarithmique nulle, 
que e soit de mesure nulle, que le „span“ du compl&mentaire de e soit nul [voir Kametani, 
Japanese J. Math. 19, 217—257 (1944—48); Sario, ce Zbl. 48, 319; Kuroda, ce Zbl. 52, 84]. — 
L’A. utilise ögalement desr6sultats de Uskila (= Ullemar), ce Zbl. 35, 175, 47,73. R.de Possel. 

Bars, Lipman: Partial differential equations and pseudoanalytie functions on 
Riemann surfaces. Ann. Math. Studies Nr. 30, 157—165 (1953). 

Es werden die Lösungen der Gleichung ®,, + D,, + x (2,9) Dr + B (x, y) D, = 0 
bzw. des Gleichungssystems ®,=ry,+0y, ®d,=-oy,+try, mit o>V0 
auf geschlossenen Riemannschen Flächen untersucht. Entsprechend seinen früheren 
Ansätzen in der Ebene (dies. Zbl. 36, 53; 42, 88) betrachtet Verf. zu gegebener Funk- 
tion T+ io pseudoanalytische Funktionen und Differentiale auf Riemannschen 
Flächen, auf welche die klassischen Existenzsätze für Abelsche Integrale und der 
Riemann-Rochsche Satz übertragen werden. Insbesondere gibt es eine zur Theorie 
der elliptischen Funktionen weitgehend parallele Theorie der doppelt-periodischen 
pseudoanalytischen Funktionen (Angabe von Resultaten ohne Beweis.) 

A. Pfluger. 

Takasu, Tsurusaburo: A complex funetion theory on a „supracorpus“ of 
n-dimensional hypercomplex numbers. I. Yokohama math. J. 1, 131— 224 (1953). 

Durch die gleichzeitige Betrachtung der kommutativen Algebra mit den Ein- 
heiten e,,...,e, und der n— 1 zu ihr konjugierten Algebren gelingt es, Schwie- 
rigkeiten zu überwinden, die sich aus dem Auftreten von Nullteilern ergeben. Die 
Forderung nach der Existenz einer Ableitung führt auf ein System von verallge- 
meinerten Cauchy-Riemannschen Gleichungen. Erzeugung von Lösungen durch 
unendliche Reihen; spezielle Funktionen (Exponentialfunktion, Logarithmus, tri- 
gonometrische Funktionen); p-fache Integrale und p-dimensionale Ableitungen unter 
Verwendung des Cartanschen Kalküls. A. Kriszten. 


Yoneda, Keizo: An integration theory in the general bicomplex funetion theory. 
Yokohama math. J. 1, 225—262 (1953). 

Regeln für die Integration von Reihen bikomplexer Funktionen (Substitution 
usw.). Ein-, zwei- und dreidimensionale Analoga zur Cauchyschen Integralformel. 
Die weitläufigen Rechnungen könnten bei konsequenter Verwendung des Cartan- 
schen Kalküls stark gekürzt werden. A. Kriszten. 


Martinelli, Enzo: Sulle estensioni della formula integrale di Cauchy alle funzioni 
analitiche di piü variabili complesse. Ann. Mat. pura appl., IV. Ser. 34, 277-347 
(1953). 

Wie der Verf. zuerst bemerkt hat, ist die Übertragung der Cauchyschen Integralformel auf 
Funktionen von mehreren komplexen Variablen in verschiedener Weise möglich, derart, daß als 
Integrationsgebiete Zyklen der Dimensionen n,n + 1,...,2n” — 1 auftreten. Diese Ergebnisse 
hat der Verf. in mehreren Arbeiten seit 1937 veröffentlicht: das allgemeine Resultat erscheint 
zuerst in einer Ankündigung in den Commentationes, Pontificia Acad. Sei. 9, 235 (1946). In 
der vorliegenden Arbeit gibt der Verf. eine schr eingehende Begründung aller dieser Formeln, 
welche die topologische und funktionentheoretische Sachlage vollständig aufklärt. Das Haupt- 
ergebnis der Arbeit liegt in dem folgenden Satz: Die Funktion f(@&1, -- -,2,) sei analytisch im 


Gebiet R,, mit dem inneren Punkte O(&,..., £,). Für f gibt es (#) Integrationsformeln für 


(n + I)-dimensionales Integrationsgebiet, und zwar für jede Wahl von Be . e 
gerade eine Formel: 


N Im u » (kiss. kr) 
Ä ken nn N — | le) Pn+i 
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(Kon 
wobei @,,, eine von / unabhängige Differentialform vom Grade n + I ist, deren genaue 
Gestalt vom Verf. berechnet wird. 7',+, ist ein Zyklus mit folgenden Eigenschaften: (a) TEEN LG 


Ron — Tan-aı-»» (b) Ty+, divisionshomolog 0 in (Rz, — Tan-aı-a) + O. Dabei ist Ton-aa 


“ 


die Vereinigungsmenge der ( z = 
gung & rn a Ten [pen Ryı 


n ’ En 
r linearen Räume 2, = 
- 1 


l 
irgendeine Kombination (! + 1)-ter Klasse aus 1,...,n]. Die Zahl N, ,....x, wird als Verschlingungs- 
zahl ‚von 7'„+,; mit einem bestimmten n —!— 1 dimensionalen Zyklus in 7',,_31-. berechnet. 
- In einer anderen Bedeutung erscheint diese Zahl als Schnittzahl von 7,4, mit einem (n — ])- 
dimensionalen Polyeder, welches das topologische Produkt von n— I Halbgeraden mit dem 
Endpunkt © ist, die durch das Zahlensystem &,,...,%,; genau bestimmt werden. In diesem 
Zusammenhang werde auf eine Arbeit von F. Sommer (dies. Zbl. 48, 61) hingewiesen, in der 
- die Martinellischen Formeln ausgehend von der Formel für Z=n—1 — durch einen 
Induktionsschluß gewonnen werden. W. Thimm. 

Cartan, Henri: Varietes analytiques complexes et cohomologie. Centre Belge 
Rech. math., Colloque fonetions plusieurs variables, Bruxelles du 11 au 14 mars 1953, 
41—55 (1953). 

Verf. gibt eine auf Lazard zurückgehende Definition des Lerayschen Begriffes der Garbe 
(faisceau) (s. J. Leray, dies. Zbl. 38, 363) und gewinnt Kohomologiegruppen H°(X, F) para- 
kompakter Räume X mit Koeffizienten in einer Garbe F, welche mit @ als Untergarbe von F 
und F/G als Quotientengarbe zu der exakten Folge 

0 — H°!(X,G) > H!(X,F\—H!(X,F/G)>H!(X,@)—--- 

Anlaß geben. Faßt man nun den Begriff der komplexen Mannigfaltigkeit mit Hilfe der Garbe 9 
der holomorphen Funktionskeime, so gelangt man leicht zur Garbe W der meromorphen Funk- 
tionskeime und der Garbe der Keime von Hauptteilen, nämlich zuM/9. Weildie Gruppe I'(X, F) 
der globalen Schnitte in der Garbe F über dem Raum X isomorph zu H° (X, F) ist und Vorgabe 
einer Cousin-I-Verteilung auf der komplexen Mannigfaltigkeit M" der Vorgabe eines Elements 
aus I’(M",M/S) entspricht, ist Cousin I auf M" sicherlich dann uneingeschränkt lösbar, wenn 
H!(M",5)=0 gilt. Ist X eine Steinsche Mannigfaltigkeit (vgl. K, Stein, dies. Zbl. 42, 87), 
so gelten für analytisch kohärente Garben F die grundlegenden Theoreme A und B [s. H. Cartan, 
dies. Zbl. 38, 237; J.P. Serre im Seminaire E.N.S. (H.Cartan 1951/52)], deren eines 
H®(X,F)=0 für qg>0 gewährleistet. Hieraus erhält Verf. u. a. die folgenden Aussagen für 
Steinsche Mannigfaltigkeiten: 1. das I. Cousinsche Problem ist uneingeschränkt lösbar, 2. jede 
analytische Menge läßt sich global (als gemeinsame Nullstellenmannigfaltigkeit von in M” holo- 
morphen Funktionen) darstellen, 3. jede auf einer singuläritätenfrei in M" eingelagerten analyti- 
schen Menge holomorphe Funktion ist Spur einer in M" holomorphen Funktion. Abschließend 
werden einige ungelöste Probleme angegeben. H. Röhrl. 

Serre, Jean-Pierre: Quelques probleömes globaux relatifs aux varietes de Stein. 
Centre Belge Rech. math., Colloque fonetions plusieurs variables, Bruxelles du 
11 au 14 mars 1953, 57—68 (1953). 

Unter der Verwendung der grundlegenden Theoreme A und B über Garben (faisceaux) 
(vgl. vorstehend. Referat) beweist der Verf. eine Reihe von Sätzen über Steinsche Mannigfaltig- 
keiten X der komplexen Dimension n. Theorem 1 gehört zum Problemkreis der de Rhamschen 
Theorie: ist C?(X) die Gruppe der geschlossenen, auf X holomorphen Differentialformen vom 
Grade p, Br(X) CC? (X) die Gruppe der da, wobei & eine auf X holomorphe Differentialform 
bedeutet, so ist C?(X)/B?(X) isomorph zur p-ten Kohomologiegruppe H?(X,C) von X mit 
Koeffizienten im Körper © der komplexen Zahlen. Die Beweismethode ist noch im Falle des 
klassischen de Rhamschen Satzes anwendbar. Man ersieht weiter, daß die Holomogiegruppen 
H,(X) von X für p > n Torsionsgruppen sind. Ist $ die Garbe der auf einer komplexen Mannig- 
faltigkeit M" holomorphen Keime, so besagt Theorem 2 für Mannigfaltigkeiten mit H\(M",9)=0 
(vgl. vorstehend. Referat): der Divisor D auf M" ist genau dann Divisor einer auf M" meromorphen 
Funktion, wenn eine gewisse, D zugeordnete Kohomologieklasse h(D) aus H?(M", Z) Null ist. 
Ferner gibt es auf einer Steinschen Mannigfaltigkeit X zu jedem Element « € H®(X, Z) einen 
positiven Divisor D von X mit h(D) = x. Daraus folgt unmittelbar die Gültigkeit des Poincare- 
schen Satzes (Quotientendarstellung von meromorphen Funktionen) für Steinsche Mannig- 
faltigkeiten. Weiter betrachtet Verf. die Kohomologie mit kompaktem Träger (H% seien die 
entsprechenden Kohomologiegruppen) und zeigt mit X als Steinscher Mannigfaltigkeit für die 
Garbe 2? der Keime von holomorphen Differentialformen vom Grade p Hy (X; 9) = 0 ‚für 
q=+n, p>0. Verf. bringt dann noch einige Anwendungen dieses Theorems 4 auf das 1. Cou- 
sinsche Problem und auf die Fortsetzung von holomorphen Funktionen und Divisoren. Ab- 
schließend werden einige offene Probleme angegeben. ‚ £ e% H. Röhrl. 

Bochner, S. and W. T. Martin: Complex spaces with singularities. Ann. of 


Math., II. Ser. 57, 490—516 (1953). 


54 r 

Der Begriff der n-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit (n > 1) stellt bekanntlich 
nicht das vollständige funktionentheoretische Analogon zum Begriff der Riemannschen Fläche 
dar. Die Existenz nichtuniformisierbarer Punkte im analytischen Gebilde einer holomorphen 
Funktion von mehreren komplexen Veränderlichen erfordert vielmehr eine Verallgemeinerung 
des Begriffs der komplexen Mannigfaltigkeit. Solche Verallgemeinerungen sind bereits von ver- 
schiedenen Autoren angegeben worden (H.Cartan prägte deri Begriff des espace analytique 
gen6ral; H.Behnke und K. Stein definierten den Begriff des Riemannschen Gebietes); in 
der vorliegenden Arbeit wird als Verallgemeinerung des Begriffes der komplexen Mannigfaltigkeit 
der Begriff der „komplexen Mannigfaltigkeit mit Singularitäten“ eingeführt. Es werden zunächst 
topologische Räume U definiert (das sind im wesentlichen analytische Mengen in Gebieten des 
komplexen Zahlenraumes) und die Begriffe der „holomorphen“ sowie der „streng holomorphen“ 
Funktionen auf solchen Räumen U eingeführt. Eine „komplexe Mannigfaltigkeit mit Singu- 
laritäten“ ist alsdann eine Gesamtheit von topologischen Räumen U der definierten Art, zwischen 
denen Beziehungen bestehen, die durch holomorphe Funktionen auf den einzelnen U gegeben 
werden. Die Begriffe der „holomorphen‘“ und „streng holomorphen‘“ Funktion werden auch 
für eine „komplexe Mannigfaltigkeit mit Singularitäten“ definiert. Die Definitionen sind sehr 
kompliziert formuliert und z. T. dem Ref. unverständlich; nach Ansicht des Ref. wird der Begriff 
der streng holomorphen Funktion nicht ganz korrekt eingeführt, da er in der angegebenen Form 
nicht den notwendig zu stellenden Invarianzforderungen genügt. Die Menge der streng holo- 
morphen Funktionen auf einem Raum U scheint übereinzustimmen mit der Menge derjenigen 
Funktionen auf U, die sich als Beschränkungen von holomorphen Funktionen im umgebenden 
Zahlenraum auf U darstellen lassen. Wichtige Sätze der Funktionentheorie mehrerer Veränder- 
licher lassen sich für holomorphe Funktionen auf einem Raume U bzw. einer „komplexen Man- 
nigfaltigkeit mit Singularitäten“ aussprechen. So zeigen die Verff. z.B. die Gültigkeit des 
, Maximumprinzips; ferner übertragen sie den bekannten Satz, daß eine gleichmäßig konvergente 
Folge von (streng) holomorphen Funktionen eine (streng) holomorphe Grenzfunktion besitzt. 
Der Zusammenhang zwischen den von den Verff. betrachteten holomorphen Funktionen und den 
algebroiden Funktionen in einem Gebiete 5 des Zahlenraumes veranlaßt die Verff., algebroide 
Funktionen zu untersuchen. Sind fi(2),-..,fm(2), wo z= (2,...,2,), die m Bestimmungs- 
stücke einer m-wertig algebroiden Funktion im Gebiete S des C”, so wird für die in S stetige 


Funktion f(z) = max (|f,(2}|,. . -, |/m(z)|) eine Verallgemeinerung des Schwarzschen Lemmas 
N 


2| 


%|<-1 ist; weiter werden bekannte Konvexitätssätze ver- 


gegeben, falls S die Hyperkugel 
v=-=] 

allgemeinert, z. B. wird gezeigt, daß log f(z) eine im Sinne von P. Lelong plurisubharmonische 

Funktion ist. Vgl. hierzu die in dies. Zbl. 49, 64 besprochene Arbeit der Verff. R. Remmert. 


Modulfunktionen. Fastperiodische Funktionen: 


Lekkerkerker, €. G.: The elements of the theory of modular forms, derived from 


properties of theta series. Math. Centrum, Amsterdam, Rapport ZW 1953 —006, 
17 p. (1953). 

The author gives an excellent self-contained introduction to the theory of 
modular forms of negative dimension (in one complex variable). Of the various 
approaches available, the author chooses the method of theta functions as being the 
most elementary and direct. He carries the discussion as far as determining a basis 
for the integral modular forms of each possible negative dimension. 


P. T. Bateman. 
Mötral, Paul: Sur les invariants arithmötiques. Ann. Fac. Sci. Marseille, II. Ser. 
22, 101—115. (1953). 


. Unter den Gesichtspunkten, die für Poincar& in seiner Theorie der automorphen Funk- 
tionen maßgebend waren, referiert Verf. über die Arbeiten, deren Verff. und Zeitschrift-Titel 
im folgenden angegeben werden. E. Hecke, Math. Ann. 97, 210-242 (1926); Abh. math. Sem. 
Univ. Hamburg 1, 54— 76, 102—126 (1922); 3, 213236 (1924); 4, 211—223 (1926); 5, 199—224 
(1927); 6, 235— 257 (1928); dies. Zbl. 14, 16; 15, 402. H. Petersson, Math. Ann. 103. 369-—436 
(1930); dies. Zbl. 2, 199; 8, 350; 4, 12; 17, 306; 18, 62, 63, 357, 400; 19, 22, 344; 21, 22, 22, 129; 
23, 315; 24, 261; 25, 46; 31, 125; 32, 206. H.D. Kloosterman, Abh. math. Sem Univ. 
Hamburg 5, 337-352 (1927), 6, 163-188 (1928). H. Person. I 


Schoeneberg, Bruno: Über den Zusammenhang der Eisensteinschen Reihen und 


Thetareihen mit der Diskriminante der elliptischen Funktionen. Math. Ann. 126 
177—184 (1953), 


Verschiedene Anwendungen der allgemeinen Theorie der Eisensteinreihen 
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höherer Stufe und der Theorie der verallgemeinerten Thetareihen von Hecke. 
Ist die Anzahl der Spitzen des Fundamentalbereiches einer Kongruenzgruppe vom 
Geschlecht 0 mindestens 3, so werden mit Hilfe der Eisensteinreihen Funktionen, 
die genau in einer Spitze einen Pol und in einer andern eine Nullstelle haben, sowie 
die Funktionen 4,, A,, 4, konstruiert. Da diese Konstruktion auf mehrere Weisen 
möglich ist, ergeben sich nichtlineare Relationen zwischen den Eisensteinreihen. 
Aus der Differentialgleichung der P#-Funktion wird ein Zusammenhang zwischen 
den zur selben Stufe, aber verschiedenen Dimensionen gehörigen Reihen abgeleitet. 
Für A,, A, Ag, Ay, werden Darstellungen als Linearkombinationen verallgemeinerter 
Thetareihen in einer solehen Form gegeben, daß daraus die Eulerprodukte der zu- 
- gehörigen Dirichletreihen und eine Abschätzung ihrer Koeffizienten ersichtlich sind. 
Schließlich wird eine Anwendung auf die Lösungszahlen a, , vnn=x°”+:-: 
+ 2% mit 2,= 1 (mod 2) für 1<i<I und 2|x, für i>l gemacht. Für k >4 
lautet das Resultat: Es gibt 6 unabhängige lineare Formen in den ay, 7, die elementare 
Funktionen von n sind. @. Lochs. 


Koecher, Max: Über Dirichlet-Reihen mit Funktionalgleichung. J. reine angew. 
Math. 192, 1—23 (1953). 

In Analogie zur Heckeschen Theorie der Modulformen und Dirichletreihen (s. dies. Zbl. 
14, 16) beabsichtigt Verf. zu zeigen, daß auch den Siegelschen Modulformen Dirichletreihen 
zugeordnet werden können, die in die ganze Ebene analytisch fortsetzbar sind und Funktional- 
gleichungen vom Riemannschen Typus genügen. Ex sei 3 = 3” eine n-reihige komplexe 
symmetrische Matrix mit positivem Imaginärteil Y und €) die n-reihige Einheitsmatrix. Ferner 
sei F„ der Bereich der im Minkowskischen Sinne reduzierten ym) >0 und F„[1] der Durch- 
schnitt von F, mit |9| > 1. Für eine positive Matrix T bezeichne E(T) die Anzahl der Einheiten 
von T. Schließlich werde noch 


w 


n 


Fe 1 ala __ „Ala-ninH1)/A Par PN r E ( 5) ( 35) 
k -zrkumn)-n ‚Iter(z) und @,(s) = I (s) T\s 5 Is 5 


gesetzt. Eine Modulform p(3) vom Grad rn und Gewicht k gestattet bekanntlich eine Fourier- 
entwicklung 


« ; . . x nio(TB) 
(3) = Br fr - 13) mit h-i3)= 3A (2) € » 
r ) . 


wobei über alle ganzen geraden T> 0 vom Rang r summiert wird. Die Grenzfunktion 9’ (3,) = 


- (n-r \ 
lim ( 1 . = ) stellt eine Modulform r-ten Grades dar ((< r<n). Setzt man 2.R,(P, 8) 
A>oo \ 1 

— [ (9) |9"""d9, so ergibt sich einerseits unmittelbar R,(p,s) =" InVj/es]lQ (s)D,(P,8) 


mit D.(, 8) = I) (A(ZVE(R)) |2|%; wobei über ein vollständiges System nicht assoziierter 
ganzer gerader X” > 0 summiert wird. Mit Hilfe der auf f,„(V) umgeschriebenen Transfor- 


mationsformel g(—3-!) = |3* (3) erhält man andererseits 
li 1 | n—1 E 
2 R„(g; 5) = H„(9, 8) + v(n) A ol, 7 + 5 Z.(9 8) 


r=1 
mit 
H„(9, 8) 


I 


fd {9 + Fa N, 
Fall] 
93 -= JS {1% 0 rd OD aD. 
Fall] 

Eine erhebliche Schwierigkeit in der Berechnung der Integrale Z,(p, s) besteht darin, daß 
Z,(9, s) nicht als Differenz zweier Integrale entsprechend der Zerlegung des Integranden dar- 
gestellt werden kann. Durch Einführung einer geeigneten „konvergenzerzeugenden“ Hilfs- 
variablen und vollständige Induktion nach n soll nun gezeigt werden, dab 

R (r) n } (— 1 U 1 | 
Z,(9, 8) = vn —r) f Yp ’ 9 ls—k+ r/2 s—r/2f 


ist. Hierin ist R,(p”',n/2) durch 0 zu ersetzen, wenn R,(g'”,s) bei s=n/2 einen Pol hat. 
Es fehlt indessen eine Rechtfertigung des formalen Schlusses, der von (3.8) zu (3. 12) führt. 
Inter der Voraussetzung der Zulässigkeit dieses Verfahrens erkennt man nun, daß D,(P, 8) 
in der ganzen Ebene bis auf endlich viele Pole regulär ist und der Funktionalgleichung AA 
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(—1)" R,„(p, k — s) genügt. Die Frage, ob #(3) durch Dirichletreihen umkehrbar eindeutig be- 
stimmt ist, kann nur dann behandelt werden, wenn noch weitere Dirichletreihen mit sogenannten 
%rößencharakteren herangezogen werden. Hierauf geht Verf. nicht ein. — Mit derselben 
Methode werden die mit einer positiven Matrix S= &'”) gebildeten verallgemeinerten Epsteinschen 
Zetafunktionen £,(&, s) = I |! S A|” für m > n untersucht. Die Summation ist hier über 
ein vollständiges System nicht rechtsassoziierter ganzer Matrizen vom Typus A”” zu er- 
strecken. Für R,(&, s) = "m del @,(s) &,(S,s) erhält man unter der angegebenen 
Hypothese wieder eine Darstellung, welche zeigt, daß £,(&,s) mit Ausnahme endlich az 
Pole in der ganzen Ebene regulär ist und der Funktionalgleichung R,„(S,s) = ISI""" 
. R,(©", m/2—s) genügt. Dabei wird von der Transformationsformel f(S, 9) = |s]”"”? 
.|9|>"/? f(&"", 9") der Thetareihe f(&,9) = & e "SR Gebrauch gemacht. Summiert 


wird hier über alle ganzen Matrizen vom Typus U". Ef . Maaß. 
Maass, Hans: Die Differentialgleichungen in der Theorie der elliptischen 
Modulfunktionen. Math. Ann. 125, 235—263 (1953). 


Verf. entwickelt einen neuen Formalismus automorph-invarianter Differential-Operatoren 
und gelangt dadurch zu beträchtlichen Verallgemeinerungen und Vereinfachungen früherer An- 
sätze und Ergebnisse (dies. Zbl. 33, 117; 34, 347; vgl. auch die im Text zitierten Abhandlungen 
von C.L. Siegel). Für den untersuchten Problemkreis dürfte hiermit der optimal angepaßte 
Formalismus vorliegen. Es seien x, y reelle Variable, y>0,2= 2 +iy,w=x-—iy,« und ß 
(feste) komplexe Zahlen, X As die auf die in z und w analytischen f(z, w) anzuwendenden Diffe- 


rential-Operatoren ; 
(1) K,n=+k@-woa, AA=-P+@-— w)ö/öw. 


& 


Einer Grenzkreisgruppe /' von erster Art und einem Multiplikatorsystem v» der Dimension 
ß — a wird die Schar {T', x, ß, v} derjenigen analytischen f(z, w) zugeordnet, welche 


ö ab 

(2) fe, w)|S= f($ 2,8 w) (cz +d)*(w+d)?=v(S)fz,w, S= e n} GT 

erfüllen, von Ası K,ma(ßpel)=K,, Ag +ß(&—1) annulliert werden und bei Annäherung 
an die Spitzen von I’ einer gewissen Wachstums-Beschränkung genügen. Unter diese Funk- 
tionen fallen sowohl analytische (ganze) automorphe Formen als auch Wellenfunktionen als 
auch Wellenformen; der entscheidende Fortschritt liegt in der Verwendung von partiellen Diffe- 
rentialgleichungen nur mehr zweiter Ordnung. Die Schar {T', x, ß, v} gestattet einfache Trans- 
formationen: Für eine lineare Substitution R mit reellen Koeffizienten und der Determinante 1 


sowie bei Anwendung der X, A, gilt 
(3) I, fi, me R=S{RATRa Bw) 
(#) KT BOCH o+1,B-10, YaBB cM,a—1Lß+1,v; 


der Operator X f(z, w) = f(— w, — 2) vertritt die Transformation (3) mit ( 1) an Stelle von 


R. Das Analogon der Fourier-Entwicklungen analytischer Formen nach den Ortsvariablen 
der Spitzen besteht darin, daß exp (2ri(n + x)z/N) durch 


W(@r/N)|n + x| y:a,ß,sgn(n + x)) exp [(2m i/N) (n + x) x] 


mit 


VB MW, years ed 1, 


zu ersetzen ist, wo Re) die Whittakersche Funktion bezeichnet. Alle Transformationen (3), 
(4) wirken getrennt auf Eisensteinreihen und Spitzenfunktionen der beteiligten Klassen. Der 
Übergang von den verallgemeinerten Fourier-Entwicklungen zu Dirichletreihen durch das 
Mellin-Integral führt bei gewissen Untergruppen der Modulgruppe auf eine der weitestreichenden 
Verallgemeinerungen der Heckeschen Zusammenhänge zwischen Modulformen einerseits und 
Dirichletreihen mit Riemannscher Funktionalgleichung andererseits. In den Systemen der dabei 
entstehenden Funktionalgleichungen erscheinen die aus T- und hypergeometrischen Funktionen 
zusammengesetzten Ausdrücke 
7350, =YaTRRle) [er reas HitErTe o)) F(ß,1-a,s+1-0;1/2). 
a | ne re i } : 
rg Senn ß ne. a wie sich die Heckesche Operatorentheorie auf die Re al übertragen 
äßt, wenn 7’ eine auptkongruenzuntergruppe der Modulgruppe und & — ß eine ganze Zahl 
bedeutet [vorauszusetzen ist «—ß>0 und Re(x + ß) > 2]. Die Zerlegung von {T, «, ß, 1} 
in passende Teilscharen ermöglicht in jeder von diesen den Beweis des Hauptachsentheorems 
nach dem bekannten Verfahren. H. Petersson 
Maass, Hans: Die Differentialgleichungen in der Theorie der Siegelschen 
Modulfunktionen. Math. Ann. 126, 44-68 (1953). 


. 
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Verf. überträgt einen Teil seiner Theorie der nicht-analytischen automorphen Formen 


einer komplexen Variablen und ihre Charakterisierung durch Differentialgleichungen (s. 


vorstehendes Referat) auf automorphe Formen zu Untergruppen der symplektischen Gruppe 
n-ten Grades. Für komplexe Matrizenvariable Z* = Z’ = (z,,), W" = W’ = (w,ı) werden 


_ im Definitionsgebiet Im Z > 0, — Im W > 0 die formalen Eisenstein-Reihen 


(di) GZ,W;a,ß)= 5 y(C,D)|CZ + D*|cow + DI"? 


. 


— 
C,D 

zum Ausgangspunkt der Untersuchungen genommen. Die Summe ist hier über gewisse Paare 
C, D zu erstrecken, die als zweite Zeile einer symplektischen Matrix aufgefaßt werden können 
und die sich nicht nur um einen gemeinsamen linksseitigen Faktor der Determinante +1 unter- 
scheiden. Konvergenzuntersuchungen werden dazu nicht angestellt. Zur Charakterisierung der 


Reihen (1) wird ein Matrix-Differentialoperator (2) D, = (e; 8/22; 1), &ı = (1 + ö,1)/2 erklärt und 
K,=xE+(Z-W)D, A,3,=-BE+(Z- W)D, sowie 
(3) Q, = As-menja K,+talß—-(n+1)/2)E 


x 


definiert. Die Reihen (1) werden durch (3) gliedweise annulliert. Man bezeichnet mit {«, ß} 
die lineare Schar der im obigen Definitionsgebiet in Z und W holomorphen Funktionen, die 


durch (3) annulliert werden. Ist weiter für eine beliebige symplektische Substitution o= e Er 
Z=(AZ + B)(CZ + D)" und für f(Z, W) aus {x, ß} 
HZ, W)lo=|CZ+D[*|CW + Di f(oZ,o W), 


dann wird {x,ß} |o = {x,ß} bewiesen. Wird außerdem ein Operator X durch X f(Z, W) = 
f(— W, — Z) gegeben, dann folgt trivial X{a, ß} = {f, a}. Für Untergruppen @ der symplekti- 
schen Gruppe und Multiplikatoren v wird ferner mit {@; x, ß,v} die Schar der f aus {x, f} mit 
flo = v(o) f bezeichnet. Wie im Falle n — 1 interessieren hier vor allem die Zusammenhänge 
zwischen den {G; x, ß,r} für verschiedene a, ß. Verf. kann zwei Differentialoperatoren M,,Nz 


angeben, die formal 


1 
; M.C1Z, W;a,B) = e.(a) (2, W;&+1,8B-1, (= [J (* -,) 
(4) k=1 5 


N,612,W;2,B)= (MEZ, Wsa—1l,B+1, N=X-M;-X 


leisten. Das Bildungsgesetz von M, ist etwas kompliziert, jedoch läßt sich M,„ unter Verwen- 
dung der aus (2) gebildeten Größen höherer Stufe einfach ausdrücken. Geeignete Kombinatio- 
nen der Operatoren (4) geben zwei neue Differentialoperatoren, die beide @(Z, W; a, ß) annul- 
lieren. Für n = 2 kann darüber hinaus 


Mia, Br) C{G;a +1,B-1,0), 1416; 0,B,0} (6 —1,ß+1, 0) 


bewiesen werden. Für die in X = Re(Z — W) periodischen Funktionen aus {x, ß} liefert (3) 
ein System von partiellen Differentialgleichungen für die Fourier-Koeffizienten als Funktionen 
von Y=Im(Z—-W). Bein = 2 wird dieses System vollständig gelöst. Mit dem Verf. kann 
hervorgehoben werden, daß sich der Formalismus der Operatoren überraschend glatt in den 
Matrizenkalkül einfügt; die teilweise recht langen Rechnungen scheinen jedoch nicht vermeid- 
bar zu sein. M. Koecher. 


Hartman, $. et €. Ryli-Nardzewski: Theor&mes abstraits de Kronecker et les 
fonetions presque periodiques. Studia math. 13, 296—310 (1953). Be: 

The authors start with formulating a general and a special Kronecker approximation 
theorem in abelian groups. The general theorem is shown to be equivalent to a theorem of 
Hewitt and Zuckerman (this Zbl. 39, 23). The authors give new proofs of the theorems, but 
have not observed that they have already been proved in sim ple ways by S. Bundgaard (this 
Zbl. 15, 6) who carried over known proofs of the usual Kronecker theorem to abelian groups. 
An application to almost periodie functions on abelian groups is also given. Cameron (this 
Zbl. 18, 210) and Pitt (this Zbl. 18, 353) have generalized Wiener's theorem on the inverse of 
absolutely convergent Fourier series to ordinary almost periodie funetions. Gelf and (this 
Zbl. 24, 323) gave simple proofs of these theorems, based on his theory of normed rings. The 
authors generalize Wiener’s theorem to almost periodie funetions fon an abelian group @. ‚They 
do it by using Gelfand’s method on the extension f of f to the Bohr compactification G' 0f@ 
by f. In the general case considered here, Pontrjagin’s duality theorem for the compact case 
becomes a tool. By similar considerations they prove another theorem on ordinary nd 
functions. . Folner. 
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Gewöhnliche Differentialgleichungen. Differenzengleichungen: 


Agnew, R. P.: Views and approximations on differential equations. Amer. 
math. Monthly 60, 1—6 (1953). 

The author in this paper, by consideration of examples, exposes ‚methods, 
independent of numerical caleulations, of obtaining information from differential 
equations without solving the equations in any traditional sense. F. Cafiero. 

Zachrisson, L. E.: Probleme aux limites pos6 A une seule extr&mit6 dans quel- 
ques 6quations aux variations. Actes Colloque Internat. Vibrations non lineaires, 
312-43(1953): [ranzı u. engl.). 


Die Lösung g(t) der Differentialgleichung S a,(t) 9” = f(t) mit ge (t) = g® 
+—=V 


(0 = 0,...,n — 1) läßt sich bekanntlich durch eine Integralform darstellen, in die 
außer gegebenen Größen die „Cauchysche Funktion“ w(t, T) eingeht. Dabei ist 
(in Analogie zur Greenschen Funktion) «(t, r) Lösung der homogenen Gleichung mit 
den Anfangsbedingungen u (t, 7) = 6, „Mi (Ü = 0,...,n— 1) an der Stelle ?=r. 
Ist x,() (=1,...,n) ein beliebiges Fundamentalysystem der homogenen Glei- 
chung und y,(r) ein Fundamentalsystem der adjungierten Gleichung, so läßt sich 
u(t, r) in einer Bilinearform in x,(t) und y,(r) darstellen. Für den Fall einer Stelle 
der Bestimmtheit und einer Stelle der Unbestimmtheit vom Range eins zeigt Verf., 
daß die Matrix dieser Bilinearform eine Diagonalmatrix ist, falls die Fundamental- 
gleichung verschiedene Wurzeln hat, deren Differenz keine ganze Zahl ist. 
W. Haacke. 

Orlov, S. A.: Über den Defektindex linearer Differentialoperatoren. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 92, 483—486 (1953) [Russisch ]. 

L’A. etudie les equations lineaires differentielles ordinaires d’une forme parti- 
culiere spe ciale qu’il &crit au moyen des relations symboliques suivantes!y— Ay =(. 
On etablit des relations entre les nombres de leurs integrales distinets et entre cer- 
tains coefficients constants appeles „indices de defaut“. L’A. signale des coeffi- 
cients des öquations lineaires etudiees d’une forme particeuliere qui permettent de 
ramener le calcul des dits indices & celui des racines des polynömes correspondants. 
Ces dernieres equations admettent la forme suivante 

E N . dk d* 3 s 
yary= na [mu ga] Ru = 0 
Ces dernieres equations appartiennent ä& celles du type de Fuchs. Les resultats de 
P’A. sont formules en forme de trois theor&mes. De cette maniere sont 6tablies 
les relations entre le nombre des integrales distinetes des &quations consid6redes, 
leur ordre et les-dits ‚„indices de defaut‘“. N. Saltykow. 

Pucci, Carlo: Maggiorazione degli integrali di equazioni differenziali lineari 
del secondo ordine. Atti IV. Congr. Un. mat. Ital. 2, 197—199 (1953). 

Riassunto di aleuni risultati ottenuti dall’A. in un altro lovoro (questo Zbl. 45, 
370). C'. Miranda. 

Borüvka, O.: Sur les intögrales oscillatoires des @quations differentielles linsaires 
du second ordre. ÜOzechosl. math. J. 3, 199-247 und französ, Zusammenfassg. 
248—255 (1953) [Russisch]. j 

A great number of elementary properties of the oscillatory solutions of an 
equation y’—=@ (x): y are discussed, such as the distribution of zeros and extreme 
values. J. L. Massera. 

_  Erugin, N. P.: Die Methoden A. M. Ljapunovs und Fragen der Stabilität im 
Großen. Priklad. Mat. Mech. 17, 389-400 (1953) [Russisch]. 
Expository article; emphasis is placed upon open questions. J.L. Massera. 
Zanobetti, Dino e Gianroberto Santi: Su un eriterio di stabilitä con prefissato 


grado di smorzamento relativo. Mem., Accad. Sei. Ist. Bologna, Cl. Sci. fis., X. Ser 
10, 51 —70 (1953). z 
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Die bekannten Hurwitzschen Stabilitätsbedingungen über die Nullstellen des zugehörigen 
charakteristischen Polynoms sind für manche technischen Anwendungen nicht ausreichend 
und müssen durch schärfere Bedingungen ersetzt werden. Geometrisch gesprochen bedeutet 
dies, daß sämtliche Nullstellen des charakteristischen Polynoms nicht in der vollen Halbebene 
Rez <0(, sondern nur in einem Teil dieser Halbebene liegen sollen. Man kann fordern, daß 
die Zeitkonstanten für jede gedämpfte Schwingung unterhalb-eines festen Maximums liegen 
müssen und von der Periode unabhängig sind, oder daß das logarithmische Dekrement einen 
von der Schwingung unabhängigen Minimalwert hat. Im ersten Fall spricht man von absoluter 

- Dämpfung [die Nullstellen müssen dann sämtlich in einer Halbebene Re z<q<0 liegen], 
im zweiten Fall von einer relativen Dämpfung (die Nullstellen müssen dann sämtlich links von 
zwei Halbgeraden liegen, welche im Nullpunkt beginnen und symmetrisch zur reellen Achse 
ganz in der linken Halbebene liegen). Es handelt sich also hierbei um Fragestellungen, mit 
denen sich auch M. Marden in seinem Buch „The geometry of the zeros of a polynomial in 
a complex variable“ (dies. Zbl. 38, 153) und H. Schmidt (dies. Zbl. 30, 222) beschäftigten. Die 
vorliegende Note will ein neues notwendiges und hinreichendes Kriterium für die Existenz eines 
Minimums der relativen Dämpfung (also Fall 2) liefern. Dieses Kriterium vergleicht die Null- 
stellen des charakteristischen Polynoms mit den Nullstellen einer im wesentlichen aus den 
Koeffizienten dieses Polynoms gebildeten Determinante. St. Schottlaender. 


Pol, Balth. van der: Note sur les propri6tes des solutions d’une &quation diffe- 
rentielle que l’on peut deduire direetement de l’&quation differentielle elle-meme. 
Actes Colloque Internat. Vibrations non lineaires 159—167 (1953) [franz. u. engl.]. 

Bei nichtlinearen Differentialgleichungen ist es meist schwierig, die Lösungen 
explizit zu bestimmen. Daher ist es zweckmäßig, aus der Differentialgleichung 
direkt Eigenschaften der Lösung abzulesen. Dies zeigt Verf. zunächst an dem 
trivialen Beispiel (1) y’ + y= 0. Setzt man nur die Existenz einer periodischen 
Lösung der (unbekannten) Periode T voraus, so kann man aus (1) direkt schließen: 
7 = 0 ( bedeutet Mittelwert über die Periode), für Extrema |ylo = 1 (oe Krüm- 
mungsradius), 


y?r — (2n)!/2?r(n!)?, yar y'?" — (2n)! (2m)! 2m +2n min!(m + n)!. 


Analoge Eigenschaften werden für „" +ey+y=0(e> 0) und die Besselsche 
Differentialgleichung hergeleitet. An der nicht-linearen (van der Polschen) Glei- 


chung V”’ — e(1— V?) V’+ V=0 kann man zeigen, daß für eine periodische Lö- 
sung gelten muß: V = 0, VP?=- V?=3V'=- v"2—-eVV’"s:. Für e< 1 kann die 
Lösung durch V =acoswt gut angenähert werden. Aus V? = V’? folgt dann 
o=1undaus P?=}Vt:?=4. W. Haacke. 


Neppi Modona, Lionella: Su di una equazione differenziale non lineare del 
seeondo ordine. Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 8, 428—441 (1953). 

L’A. studia l’equazione y’ + y \y|\+ yawy)+ y— pP y? = 0, con pcostante, 
p>d, g(y) = ol\y 1/2), e determina nel piano (y, y') una regione alla quale corri- 
spondono integrali soddisfacenti la condizione im [y2(t) + y’?(t)) = 0. I caso 

>00 
g(y) = eost. era stato giä studiato da J. Ceceoni [questo Zbl. 39, 312]. 
G. Sansone. 

Furuya, Shigeru: Note on a boundary value problem. Commentarii math. 
Univ. St. Pauli 1, 81—83 (1953). 

Es wird bewiesen, daß die Lösung eines in der Grenzschichttheorie auftretenden 
nichtlinearen Randwertproblems eindeutig ist. Die Existenz der Lösung war schon 
früher von H. Weyl [Ann. of Math., II. Ser. 43, 381—407 (1942)] bewiesen worden. 

C. Heinz. 

Gianuizzi, Maria: Un eriterio di esistenza per un problema al contorno relativo 
all’equazione yıv= 1f( Ys YıYsıY'). Ann. Univ. Ferrara, n. Ser., Sez. 
VII 2, 35—43 (1953). . EN 

Il s’agit du probleme aux limites: yY=ıflsyyY,Y»%y 1: ya) 0; 
a << <y <y<i < 5b) oü les inconnues sont: y(2) et A. L’A. suppose: 
Ha Stand yoy <a se<b; rl W) Wl WISH on: 
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x 
Ti+l { 
p(x) >0 et, en outre in p(x) de >0 pour un intervalle: (x, %,,,) au moins. 


Ti E f 
Le probleme a 6t& dejä trait6 par Me A. Toso (ce Zbl. 44, 311) pour les equations 
du troisieme ordre. Une majoration „a priori“ de 4 est ainsi etablie et apres. 
cela, la question est resolue par l’Analyse fonetionnelle. @. Stampacchia. 
Ge!’fand, I. M. und B. M. Levitan: Über eine einfache Identität für die Eigen- 
werte eines Differentialoperators zweiter Ordnung. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. Ser. 88, 593—596 (1953) [Russisch ]. 
Proof of the identity 
00 
= (A, Z 4) = 4 [q (0) 7 ()] Dr hH 
where {A,} are the eigenvalues of y’ + (A—qg(2))y= 0 with y' (0) — hy(0) = 0, 
y'(n) + H y(n) = 0; and u, are the corresponding eigenvalues in the er 0. 
r. Borg. 
Dikij, L. A.: Über eine Formel von Gel’fand-Levitan. Uspechi mat. Nauk 8, 
Nr.2 (54), 119—123 (1953) [Russisch]. 
55 (k2 — A,) = ee pm) where 7, are the 
k=1 


Another proof of the formula 


eigenvalues of ee + A-P(Ü))y=), y(0) = ya) =), [ p(x)dx—=0. GG. Borg. 
0 


Levitan, B. M.: Über die Entwicklung nach Eigenfunktionen der Gleichung 
y'’+f{4—q(x)}y= 0. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 90, 17—20 (1953) 
[Russisch ]. 

Ohne Beweise gibt Verf. einen Satz über die Gleichheit der Konvergenz der Entwicklung 
einer Funktion in ein gewöhnliches und ein verallgemeinertes Fourierintegral an. Beim letzteren 
handelt es sich um eine Entwicklung nach Eigenfunktionen der Differentialgleichung y’’ + 
{A—q(x)} y= 0, x unbeschränkt veränderlich, mit den Eigenfunktionen p(x, 4) bei der Rand- 
bedingung 9(0,4) =1, 9, (0,4) =0 und y(x,}) bei y(0,4) =(, y (0,4) =1. Es möge kein 
negatives Spektrum bestehen (A>0). Mit Hilfe von zwei (stets existierenden) monotonen 
Funktionen &(A) und £(A) und einer (ebenfalls existierenden) Funktion von beschränkter Schwan- 


[ee] 00 [0,0] 
kung (A), für die die Parsevalsche Gleichung [| f(x)dx— S Frü)ds(1)+2 [ FiMG(Adn(A) 
Ö = 2 
© n ES ii 
+ f @masır), FÜ)= S fle)pl@,i)de, Gi)= | flx)y(x,i)dx besteht, wird eine 
—-00 


Le, — 00 
Spektralfunktion d(x, y; A) aufgestellt: 
2 


d(x, y;4) Ei {p (x, A) p(y, A) dE(A)+[P(z, A) y(y, A+P(y A) px, A)] dn(A)+y(z,A)y(y,A)d£(A)},. 
inihr A= Mi gesetzt und 6, (2, y; u) = 8(®, y;A) betrachtet. Für g()=0 ist Als yım) 
dr (x, Y; it) _— sın 4 (® — Y) 


Mit dieser Funktion wird als Gegenstück zum gewöhnlichen 


T(T — y) 
+8 
Fourierintergal einer Funktion f(x) S*(a@,u) = JS fÜHF (x,t; u) dt das verallgemeinerte 
+00 = 
Integral S(z,u)= I fl 9(a,t; u) dt und deren Differenz R(x, u) = S (x, u) — S* (x, u). 
- 00 


gebildet. Die Behauptung des Satzes lautet dann: Für jede Funktion f(x) € L,(— ©, ©) 
gilt lim Rx, u) = 0, falls die reell und in jedem endlichen Intervall (x,, 2) summierbar 
HU > 00 B h e \ 

vorausgesetzte Funktion q(x) die Bedingung erfüllt: zu jedem Zahlenpaar x,. x, gibt es zwei 
A C(&y, %) und &(&y, x) derart, daß für zE(x,%) und 0<ts1 die Abschätzung 

ı la(s)| ds < CO #* gilt. Die Konvergenz von R(x, u) ist dabei gleichmäßig in jedem endlichen 
Ana 
Intervall von x. .— Der Beweis stützt sich auf den Hilfssatz: Genügt q(x) den angegebenen Be- 
dingungen, so gilt für 1 — ©© die asymptotische Formel we 

1/r) sin u(x — 
VE A Ar ne ve Y +0(1), 
—Y) 


= i 


“ 


von der Verf. angibt, daß sie mit Hilfe der asymptotischen Approximationssätze abgeleitet 
‘werden kann, die in einer früheren Arbeit von ihm (dies. Zbl. 48, 324) angegeben worden sind. 
Aus dem Satz folgt, daß das verallgemeinerte Fourierintegral in jedem Punkt x, gegen den 
Funktionswert f(x) konvergiert, in dessen Umgebung (x) von beschränkter Schwankung ist, 
falls q(x) in jedem endlichen Intervall beschränkt ist. — Ein entsprechender Satz soll auch 
für die Differenz der arithmetischen Mittel 1. Ordnung beider Integrale gelten, und zwar: 
1 m oo 
lim — f r(z,v)dv»=0 mit r(z,v) = [ ft) (x, t; ») — O(x,t; — v) — 0* (x, t;v)} di, 
u>00 A m 68 
auch dieses gleichmäßig in jedem endlichen Intervall. Ebenfalls für die Differenz von Cesäro- 
schen Mitteln einer Ordnung ö<S 1 der beiden Integrale werden je nach dem Wert & Abschät- 
zungen angegeben. In allen diesen Fällen berühren sich die Ergebnisse des Verf. mit denen von 
Titcehmarsh (dies. Zbl. 45, 340), die dieser jedoch auf einem anderen Wege erhalten hat. 
E. Svenson. 
Doss, Shafik and Saad K. Nasr: On the funetional equation dy/dx= f(x, y (x), 
y(z+h)),h>0. Amer. J. Math. 75, 713—716 (1953). 
L’A. demontre par la methode des approximations successives la proposition 
suivante. Si l’on a 


(1) fiz, Y.Z)— f(x, y. 2)| Ss K,(z))Y — y| + K,(x)| Z— 2], 
oo 
(üi) J (Kılz) + Ky(a))de= B<I1, 
(lil) T fit. y. 2), dt < oo pour certaines valeurs de yet de z, 
To 
l’&quation donnee admet une solution et une seule bornee dans = x <@o et 
satisfaisant & la condition initiale y(2,) = Yg- M. Hukuhara. 


Mizohata, Sigeru: Sur certaines &quations differentielles regissant quelques 
phönomönes höreditaires. Math. Japonicae 3, 1—5 (1953). 


RR? 
Für die Funktionaldifferentialgleichung + 2 +y(Pz+Ax®+F [#()) =- 
yEcoswt wird unter bestimmten Voraussetzungen gezeigt, daß für hinreichend 


kleine y eine Lösung „‚nahe‘‘ einer Sinusschwingung der Periode 2r/» existiert. 
Verf. benutzt die Methoden seiner Arbeit, dies. Zbl. 52, 315. F. W. Schäfke. 


Kamynin, L. I.: Konstruktion der expliziten Lösung eines unendlichen Systems 
von gewöhnlichen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 93, 397—400 (1953) [Russisch]. 

Für ein unendliches System von Differentialgleichungen der Gestalt dU,Jdt = 

E 
52.0 


-& 


Uynım n=---—1,0,1,... wird das Anfangswertproblem U,(0) = p(n) 
erachtet. Bei der Voraussetzung, daß |p(n)| <L[(1—e) In|/r}!;, ww 0 <e<I1, 
L 0, stellt Verf. die folgende explizite Lösung des Problems auf: 


j Sen+m T. —ikz l > ei Has) dz 
U)= 2 5, iR. Ad, PAAn, | 2 


pink) 7 k | va PAR 
a = eo! kz exp it DE 2» 
— 2er } | u=—r 
Die Lösung ist eindeutig in der Klasse der Funktionen, welche die Bedingung 
U, =0 (1 — 9) Inl/r]!) für 0 <ö=l, t| <T erfüllen. Als Folgerung wird 
die Lösung des inhomogenen Systems mit Nullanfangswerten gegeben. 
J. Szarski. 
Szarski, J.: Sur les systemes d’insgalitös differentielles ordinaires remplies 
en dehors de certaines ensembles. Ann. Soc. Polon. Math. 24, Nr. 2, 1—-8 (1953). 
Verf. untersucht die stetigen Lösungen y; = Pi(*) =1,...,n) emes Differentialunglei- 
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chungssystems (*): D+y;(«) < fı(z, 9;(x)). Die Funktionen fı(®, Y,) seien in einem Gebiet 
des (n + 1)-dimensionalen Raumes stetig, und y,;=y,(®) sei das in ${% <e<m +.a} 
definierte Maximalintegral des Anfangswertproblems y; = fı(&, 95), Yı(ko) = Yi- Die Funk- 
tionen p;(x) seien in % definiert, es gelte 9,(%,) < %,, und die U ngleichungen (*) seien in allen 
Punkten der Kurve y; = ,;(2) mit Ausnahme der Punkte einer Menge Z erfüllt. Dann beweist 
Verf. die in $ gültigen Ungleichungen ;(2) < y;(x) unter den beiden weiteren Voraussetzungen: 
1. Aus %,<Y%, frj=l,..„k=-1,%k+1,..,.n folgt Ki 

fa(& 91 - - >» Ir-1 Ya Ir+ 1 = + In) < el, 915 - - +» I%-1 m Ya+1 - > In) IN 
2. Für jedes Differentialgleichungssystem (&£) y; = 9;(%, y;) mit rechten Seiten, welche in einem 
Gebiet C.Q2 stetig differenzierbar sind und den Ungleichungen g;(, y,) 2 fı(®, y;) genügen, 
besitzt die Menge Z=wNMZ die folgende Eigenschaft: Man bezeichne mit E,(Z’) die 
Menge der auf den von Z’ aus nach rechts laufenden Integralkurven von (£) liegenden Punkte 
und mit 7,(Z’, &) ihren Durchschnitt mit der Ebene =. Dann enthält die Projektion von 
T,(Z',&) auf jede y-Achse kein zusammenhängendes Segment. Johannes Nitsche. 

Amerio, Luigi: Sur l’extension de quelques points de la theorie de Poincare aux 
systömes de deux &quations difförentielles & trois variables. Actes Colloque Internat. 
Vibrations non lineaires 261-—267, 269 u. Discussion 268 (1953). 

Bericht über eine Arbeit des Vortragenden (dies. Zbl. 43, 89). W. Haacke. 

Kruming, A. A.: Abschätzung des Konvergenzradius von Potenzreihen eines 
kleinen Parameters, die periodische Lösungen von Differentialgleichungssystemen 
darstellen. Ukrain. mat. Zurn. 5, 434—438 (1953) [Russisch]. 

Consider the periodie system & = f(t, x, }) which admits for A = 0 an isolated 
harmonic vibration x = g(t); assume that fis a power series inAand x —g with 
continuous periodie coefficients. An explieit bound is found for the values for which 
a periodie solution exists in the neighborhood of x = g. | J. L. Massera. 


Andreev, A. F.: Lösung des Problems des Wirbels und des Strudels in einem 
gewissen Falle. Priklad. Mat. Mech. 17, 333—338 (1953) [Russisch]. 

Ljapunov found that if the origin is a center for the system = y+ A 2? + 
By+Cz?+Dy, y=Kf®+lL®y+Mzy+Ny, the conditions 
K<0, 34 + Z= 0 should be satisfied. The author of the present paper shows 
that these conditions, together with 2A(B+M)+K(C+3N)=0, (B+M). 
:24?— AKM-—K?N)=0 are necessary and sufficient for the origin to be a 
center. L. J. Massera. 

Pliss, V. A.: Qualitatives Bild der Integralkurven im Großen und beliebig ge- 
naue Konstruktion des Stabilitätsgebietes eines gewissen Systems von zwei Diffe- 
rentialgleichungen. Priklad. Mat. Mech. 17, 541—554 (1953) [Russisch]. 

The system <= + a yy=br+cyx(+cd)<0,x(f—-aba)>0, 
/(0) = 0, has been studied by N. P. Erugin (this Zbl. 47, 179); the present paper 
completes the investigation in the exceptional case when the origin is not stable 
in the large. In this case (c’? + a’b’ — 0), the change of variable z= a’ y— ec’ x 
reduces the system to © =2— g(a), 2=cg(a), with e<0, ss >I0 gg = 
The existence and uniqueness of integral eurves L,, L,, N, satisfying respectively 
the conditions (E > + 00,%— +00, 2—> a = lim sup ga), t> +0, ro — ©, 
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2 > a, = lim infg(2)), (> — 00, 2X > —00, 2 0) is proved, according to different 
t>— 00 
Eo 


convergence assumptions on the integrals f gdx. The domain of stability in the 
0 E 


various cases can then be precisely determined by means of these curves. 

EN. u f J. L. Massera. 
Zuboy, V.I: Einige hinreichende Kriterien für die Stabilität eines nicht- 
linearen Systems von Differentialgleichungen. Priklad. Mat. Mech. 17, 506—508 
(1953) [Russisch]. 
The system & = fm, {) may be written in an infinite number of ways as 
= A(w,t).x, A being a matrix. Theorem 1: If the characteristie roots 7, t) 
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- of the symmetrie matrix B(x, 1) = (4 + 4')/2 satisty Hd <A) in |\el| <a, 
+00 


t > ti, where f )(t) dt <+ oo (in partieular, if A,<0), the solution x = 0 


ty 
is stable. Theorem 2: If 4 is continuous at the point x = 0,t= + 00, and if the 
characteristic roots of 4(0, + 00) have negative real parts, the solution x = 0 
is asymptotically stable. Corollary: both theorems remain true if 4 is replaced by 
- the Jacobian matrix of f with respect to x. J. L. Massera. 


Borg, Göran: Deux notes concernant la stabilite. Actes Colloque Internat. 
Vibrations non lineaires, 21—29 (1953) [franz. u. engl.]. 

Es werden Bedingungen aufgestellt, wann alle Lösungen der (in Vektorform 
geschriebenen) Variationsgleichungen (1) y+Ly=F(t) y eines konservativen 
Systems beschränkt sind. Die konstante Matrix Z sei eine Diagonalmatrix mit n 
verschiedenen positiven Elementen. Ft) sei stetig und mod 2 periodisch. Für 
Ft) — 0 sind offensichtlich alle Lösungen beschränkt. Es sei x? = !x}, 

2n 1/p 
A(2 — lim a und M, = | [ ag au 
z 0 } 


Für allgemeines p, dann speziell für p = 1 und p=x (M„. = lim |A(t)|) werden 
t 


Ungleichungen für M „aufgestellt, die hinreichende Bedingungen für die Beschränkt- 
heit aller Lösungen von (1) sind. — Weiter gibt Verf. folgenden Satz an: D sei ein 
beschränktes Gebiet derart, daß alle Lösungen der Vektordifferentialgleichung (2) 
y = F(y), die auf dem Rande von D beginnen, in das Innere von D hinein verlaufen. 
Es sei (2,9) =! x2,y, y=x+ oz und (z,F(x)) = 0. Existiert in D eine stetige 


Funktion c(x) = lim ei a Fa) —o0, so streben alle Lösungen für 


0>00 - 
too in D gegen einen Punkt, oder sie streben alle gegen einen Grenzzyklus. 
W. Haacke. 


Vinograd, R. E.: Über die Beschränktheit der Lösungen von regulären Systemen 
von Differentialgleichungen mit kleinen Zusatzgliedern. Uspechi mat. Nauk 8, 
Nr. 1 (53), 115—120 (1953) [Russisch]. 

L’A. considere le systeme (1) = Alt) x + fit, ©), ob Von a. !t,.V ee, 


oo 
If) - ft) Sg | x, &3||, Vintegrale | g(r) dr &tant convergente. Soit 


Y(t) la matrice fondamentale du systeme restreint regulier - y’ — At) Y» dont 
toutes les solutions sont limitees. Remplagant le systeme (1) par l’equation inte- 
grale correspondante, I’A. demontre que la solution de cette derniere &quation est 
de m&me limitee, pour toutes les valeurs de t si l’une des conditions suivantes est 
verifiee: 1. la norme de la matrice Y(t) Y-!(r) est limitee pour toutes les valeurs 
detet r<4; 2. ft, YO 2] = Y (t) fit,2) pour toutes les valeurs de t et pour 
chaque vecteur Z. N. Saltykow. 
Vinograd, R. E.: Die Instabilität der charakteristischen Exponenten regulärer 
Systeme. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 91, 999—1002 (1953) [Russisch]. 
L’A. faisant suite & son travail auterieur (voir le rapport pre&eedent), &tudie 
le lien entre les solutions des systemes (1) !=4All)2 et les suivants (2) 2’ = 
[A(t) + E B(t)] 2, E Etant aussi petit que l’on veut. La ‚question se pose de savoir 
la stabilit& des solutions du systeme (2), le systeme (1) etant regulier et admettant 
toutes les solutions stables. La reponse est negative, et pour € > 0 les solutions du 


oo 
systeme (2) sont instables, si l’on a IB4|> 9; z IB(t)| dt <oo. N. Saltykow. 
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Graffi, Dario: Sur la periode d’oscillation des syst@mes non lineaires & plusieurs 
degr6s de liberte. Actes Colloque Internat. Vibrations non lineaires 189—193 u. 
Discussion 194 (1953) [franz. u. ital. ]. 

In einer früheren Arbeit (dies Zbl. 43, 312) hat Verf. mit Hilfe des Brouwer- 
schen Fixpunktsatzes die Existenz einer periodischen Lösung eines nichtlinearen 
Systems von zwei Schwingungsgleichungen zweiter Ordnung mit Störfunktionen 
bewiesen. In der vorliegenden Note wird durch direkte Untersuchung an dem 
Differentialgleichungssystem die Periode der Eigenschwingungen abgeschätzt, 
deren Existenz durch o. a. Arbeit gesichert ist. W. Haacke. 

Markus, L.: A topological theory for ordinary differential equations in the 
plane. Colloque de Topologie de Strasbourg 1952, Nr. 9, Sp. (1953). 

Cet article expose, avec certains compl@ements les resultats de Markus (ce 
Zbl. 55, 81). @G. Reeb 


Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie . 


Birindelli, Carlo: Estensione al teorema di Meyer, sulle soluzioni di sistemi di 
equazioni ai differenziali totali, di un perfezionamento eostruttivo del Picone e qualche 
ulteriore osservazione. Rend. Mat. e Appl. 12, 177—187 (1953). 

Sia de= [de,....dz,), d= [di,.. „dt, Of® JA, = N, ofW]dx, = yil 


r - . ” ” . 
e il sistema ai differenziali totali (1) de= N f(t,x)dt, sia illimitatamente 
i=1 
integrabile, ossia si abbia 
ee 5 p Ein 
fer, — Hd, x) + I [pER (t, x) - Ft, a —pID(t, x). FO(t,x)] = 0. 
k=1 

L’A. traendo lo spunto da un procedimento costruttivo diM. Picone per le equazioni 
differenziali ordinarie (cfr. questo Zbl. 37, 62) costruisce il pi ampio dominio rettan- 
golare al quale & applicabile il metodo di Meyer per la risoluzione del sistema (1). 


G. Sansone. 

Piaggio, H. T. H.: Exceptional integrals of a not completely integrable total 
differential equation. Proc. Glasgow math. Assoc. 1, 131--139 (1953). 

Die Ebene 2=0 ist sicher ein Integral der Pfaffschen Differentialgleichung (*) v ds = 
zr de +zrdy+dz=0, (m>0, n>0). Als zweidimensionales Integral sollte diese Ebene 
der Integrabilitätsbedingung » rot p = ="! (n— m) = 0 genügen. Statt dessen ergibt sich 
eine nichtverschwindende Konstante, wenn m=n und m+n=]1, und ein Pol, wenn 
m-+n<1. Es gibt also auch im Falle nicht erfüllter Integrabilitätsbedingungen zweidimen- 
sionale Integrale. Andererseits sind (*) P+ Rf,=0, Q+Rf,=0, v={P,Q,Rı, 
ds = {dx, dy, dz} notwendige und hinreichende Bedingungen dafür, daß = = f(x, y) ein Integral 
der Pfaffschen Gleichung (*) ist, und zwar müssen diese Gleichungen entweder identisch oder 
zufolge von z= f(x, y) bestehen. So kommt Verf. zu dem Ergebnis: Damit 2 = f(x, y) 
Integral von dv ds — 0 ist, ist notwendig, daß entweder vrotv =0 zufolge z = f(x, y) oder 
daß eine oder mehrere der partiellen Ableitungen der Komponenten P,@, R von dv unstetig 
werden für z= f(x, y). Liegt umgekehrt eine solche Funktion z vor, so ist hinreichend für Er- 
füllung der Pfaffschen Gleichung, daß für dieses z die Bedingungen (**) erfüllt sind. M. Pinl. 

Miranda, Carlo: Sull’integrazione delle forme differenziali esterne. 
Mat. 2, 151—182 (1953). 

L’A. in un precedente lavoro (questo Zbl. 45, 46) aveva fra l’altro dimostrato 
che se T & un dominio limitato e sufficientemente regolare dello spazio euclideo an 
dimensioni ed F,_, una forma differenziale esterna di grado n — 1 a coefficienti 
höldeı jani in T, avente integrale nullo su ogni (n — 1)-eiclo di T, esiste una forma 
U,„_, di grado n— 2 con coefficienti aventi derivate prime hölderiane in T, tali che 

as i : : 5 i x EESAR? 
dU, — F,, in ogni punto di T. Tale dimostrazione & fondata sull impiego della 
teoria delle funzioni armoniche. L’A. dimostra ora, nel caso generale di una forma 
= grado p-1 A<p<sn+1) lanalogo risultato, usando o generalizzando 
aleuni teoremi di Hodge (questo Zbl. 8, 22) che estendono alle forme armoniche 


Ricerche 
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risultati relativi alla teoria elassica del potenziale. I risultati intermedi sono di 
per se interessanti perche connettono i caratteri topologiei del dominio T con il 
numero delle autosoluzioni delle equazioni integrali omogenee associate a quelle 
che traducono i problemi di Dirichlet e di Neumann per le forme armoniche. 
@G. Fichera. 

Aruffo, Giulio: Sul differenziale generalizzato delle forme continue e su 
un’estensione del lemma di Haar. Ricerche Mat. 2, 241— 265 (1953). 

Une forme differentielle ®,, de degre r, 1<Xr<n-—1, de R*, de classe 6, 
est dite exterieurement differentiable, sil existe une forme @,,, de degre r+1, 


de classe (,, telle que l’on ait f o,= R| @®,,7» et Von eeritt do, = @,» 
* r+l 

pour tout (r + 1)-champ V,., de bord dV,,,. L’A. donne divers criteres necessaires 

et suffisants pour la differentiabilit des formes (,. En partieulier, en associant 

au systeme des coeffieients a;,...i, de w,, le systeme 


Tı In 

* 

ER ER N 
7 % 


la forme &*, de coeffieients a*, est de classe C,; , sera differentiable si et seulement 
si les coefficients b,....;,., de do} possedent des derivees BPFUDL 0 Tr ee Oxi,, 
continues. L’A. en deduit une condition de fermeture pour les formes C\,, et il 6tend 
le lemme classique de Haar du Calcul des Variations au cas des formes fermees O, 
de degr& quelconque. Th. Lepage. 


Aronszajn, N. and A. N. Milgram: Differential operators on Riemannian 
manifolds. Rend. Circ. mat. Palermo, II. Ser. 2, 266—325 (1953). 

Diese sehr leicht lesbare, in Form einer Monographie geschriebene Abhandlung besteht 
aus 3 Teilen: in 1. werden bekannte Definitionen und Resultate über äußere Differentialformen 
(Df.), Tensorfelder, kovariante Ableitungen usw. auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten (R. M.) 
wiedergegeben. In 2. werden Differentialoperatoren (D. O.), bilineare D.O. und Formen auf 
R.M. definiert. Es wird die eindeutige Existenz der adjungierten Operatoren gezeigt. In 3. 
werden verschiedene Systeme von Randoperatoren definiert und ihre Verknüpfungen unter- 
sucht. Es werden Randbedingungen diskutiert, die mit den elliptischen, positiven, selbstadjun- 
gierten u.a. D. O. gekoppelt sind. Die Verff. geben eine vollständige Beschreibung aller adjun- 
gierten, selbstadjungierten und positiven Systeme unter allen normalen Systemen von Rand- 
bedingungen. Man darf gespannt sein auf die angekündigten Anwendungen: N. Aronszajn, 
Differential problems, variational problems, and functional completion. K. Maurin. 


Spencer, D. €.: Real and complex operators on manifolds. Ann. math. Studies 
Nr. 30, 203—227 (1953). 

Die Arbeit handelt von Greenschen Operatoren in orientierbaren Riemannschen und in 
Kählerschen Mannigfaltigkeiten. Es wird die Situation BC M betrachtet, wo M eine orientier- 
bare Riemannsche oder eine Kählersche Mannigfaltigkeit ist und B ein kompakter berandeter 


Bereich derselben Dimension k. Dabei soll die Menge B der inneren Punkte von B eine k-dimen- 
sionale Mannigfaltigkeit bilden, und es soll der Rand bB von B regulär sein: in der Umgebung 
jedes Randpunktes existieren Koordinaten w!,uw2,...,u& in M, so daß in der Koordinaten- 
umgebung der Rand bB durch uk —() gegeben wird und ga =g*=0 auf bB für 
i—=1,2,..,k-1. B heißt endliche Teilmannigfaltigkeit mit Rand, und ein solches B oder eine 
kompakte (d.h. geschlossene) Mannigfaltigkeit heißt endliche Mannigfaltigkeit. Ist M eine 
orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Klasse C®,ist ® = ®, der Raum der p-Formen 
auf M, EC”, und ist $ ein Teilraum von ®, so bezeichnet [$] die abgeschlossene Hülle von $ 
im Sinne der Norm aller p-Formen mit endlicher Norm, und es gelten die folgenden Orthogonal- 
zerlegungen: 
[P,] = [Axl + H, [®,) = [dx,-ı) + [ö%541) + F, [9] = [(d®,-,) U [6P,+1) + #. 

%, bezeichnet den Raum der p-Formen mit kompaktem Träger. H ist der Raum der harmonischen 
p-Formen (Ay = 0) mit endlicher Norm, F der Raum der harmonischen p-Felder (dp = öp = 0) 
mit endlicher Norm. Es ist FCH, EC H, und E=F=H für geschlossenes M. Ist BCM 
wie oben gewählt, so besteht E für B aus den harmonischen p-Feldern auf M, die in M-B ver- 
schwinden. K sei ein abgeschlossener Teilraum in H. Der Projektionsoperator in D auf einen 
abgeschlossenen Teilraum 8 wird wieder mit 8 bezeichnet. Existiert ein p-courant im Sinne von 
de Rham @=G, auf M, so daß A14=Y-KY, wo Y=Y(«,y) durch Y[p] = p(y), 
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= op(a)ED, % M, gegeben wird, so sagen wir: M besitzt einen Greenschen Operator für 
die so. "Die ae E,F,H heißen G,, N,@. Nach de Rham und Hodge existiert 
ein Operator @ für die Klasse H auf jeder geschlossenen Mannigfaltigkeit. Der Verf. zeigt: jede 
endliche Mannigfaltigkeit B besitzt Operatoren @, @,, N . Sie können eindeutig gemacht werden: 
auf einer endlichen Mannigfaltigkeit B existieren eindeutig bestimmte Operatoren G,N,&,so daß 


AGe=e-Hp, @Ap=9-Hp, EG=0, 
ANPESDEEL NAp=9-Fop- PP, FN=0, 
A6p9=9-Ep, 64p=9-Eo—P,P, MS! 


und auf dem Rand bB 
gen g=0, ,6ITEn,Ig=tN, KÖIM—N, EN: 
@’ ist der zu @ adjungierte Operator, und P,, P, sind durch 


P,P= [in N\*de—-öeoN «nl, P,P — mh, A #dg—ögA=*g] 
bB h 

definiert. g= g(&,y), n=n(&,y), 9=9(x,y) sind die Kerne der Operatoren G,N,&. 

Bs wird AP, go = ö4P,9=0, AP, 9 =, und auf dem Rand töP,p=tög,ndP, py=ndp, 

sowie t Bus p=tp,nP,yo=np. np und tp bezeichnen die Normal- und Tangentialkomponente 

der Form 9 längs bB. Zum Beweis werden die Lösungen entsprechender Randwertprobleme be- 

nutzt. Die obigen Betrachtungen können im Falle Kählerscher Mannigfaltigkeiten mit Hilfe 

der Typenzerlegung der Differentialformen (und der courants) verfeinert werden. An Stelle von 

H und E treten J] Hund J]J.E, und F resp. F ist nun der Raum der (o, o)-Formen endlicher 

0, c 0, o 
Norm mit 9 =d9=0 resp. PP =dp=0. Die erste und die dritte Orthogonalzerlegung 
lauten für die (e, o)-Formen wie oben, während die zweite Zerlegung durch 
[9,1 = [il + WB xl + F = BFH FF 

zu ersetzen ist. Für geschlossenes M ist H=E=F=F. Auf einer endlichen Kählerschen 

Mannigfaltigkeit werden die Greenschen Operatoren @ und @, durch Projektion vermittelst /] 
9,6 

erhalten, während die zu F und F gehörigen Greenschen Operatoren mit Hilfe der Lösung eines 

weiteren Randwertproblems gefunden werden (mindestens im Falle BCM, M kompakt Käh- 

lersch). Auch hier werden solche Zusatzbedingungen aufgestellt, daß die Greenschen Operatoren 

eindeutig bestimmt werden. A. Aeppli. 


Spencer, D. C.: Heat conduction on arbitrary Riemannian manifolds. Proc 
nat. Acad. Sci. USA 39, 327—330 (1953). 

P, y ©tant des formes de degr& p sur une variete de Riemann M” de dimension n, l’on pose 
D(p, yp) = (dp, dp) + (Öp, öy) ol d et Ö sont les operateurs de differentiation et de codifferen- 
tiation. p appartient au domaine de d (de ö) si elle est de classe Ü! et si les normes de p et de dp 
(de öp) sont finies; elle appartient au domaine de 41 si elle est de classe C? et si les normes de p 


et de Ap sont finies. L’on considere les espaces: A = {pl ||p|| < 0}; B = {p|p appartient aux 
fermetures de d et de ö}; © = {p|, @ & support compact de classe C®}; D = {p|p € fermetures 


de d, 6, 4}; G= {plpE&D, D(p,y) = (g,Ay) pour toute yeD4, N = {plpED, Dip, y) — 
(dp, y) pour toute yED\. B’ designe le sous-espace de B, fermeture de © suivant la norme 
D(p) + (9,9). s dösignant un nombre positif, Ton pose D,(g,y) = Dip, y) + s (P,y), 
s=4A+ 38. Les operateurs @, et N,, inverses de A,, appliquant respectivement 4 sur @ et 
sur N, existent pour tout s> 0. Ils sont symötriques et D, (G.9) < |\pl]?/s, DIN So) 
|lell®?/s. Soit F,(A) = pipe A,(N,—-AM)P=0}; N, ötant born l’on a F,W)=(plpeN, 
[8 1/s 
,p=ylil} et N,= | AdE,(). Seit t>0 et W,= y exp [(As—1)t/A] dE, (A). Pour 
Ö 


Ö 
t>0, W, estsymeötrique. Ona W, . W, = Wr IN, est !’op6rateur identique, Wo = lim W 


t 
est la projeetion orthogonale sur F; de plus (A + 2/öt) W,=0. Pour & €4, ||W, ae est 
non-decroissante et W,(x) est solution de l’&quation de la chaleur pour la distribution initiale & 
M&me r6sultat pour G,, mais F est remplace par {(ppEeB, dp=öpP=0Y. L’operateur V 
auquel on est conduit dans ce cas, differe en gendral de W,, sauf, en particulier, lorsque mM“ 
jouit de la propriet6: toute p-forme de la fermeture de A appartient& N. Ona alors (da, ß) = 
(&, OP) pour tout x appartenantaudomaine de d et pour tout ß appartenant au domaine de Ö 
Les rösultats de ’A. sont une extension A ces varietes M” des resultats obtenus par Milgra m et 
Rosenbloom [ce Zbl. 44, 317; Proc. nat. Acad. Sei. USA 37, 435—438 (1951)] pour les vari6tös 
compactes. Th. Lepage 


Pailloux, Henri: Equations qui se deeomposent. ©. r. Acad. Sei.. Paris 2 
N pos „I Acad. Sci., Paris '237, 


. 


Es werden die allgemeinen Lösungen einer Gleichung vom Typus Q" u — 0 
oder 2,0, u — 0 aufgestellt, indem man von denjenigen der Gleichungen Qu = 0 
oder QZ,u—= 0 und Q,w= (0 ausgeht und hierbei die Voraussetzung macht, daß 
2 oder 2, und 2, von den Veränderlichen unabhängige Differen tialoperatoren sind. 

D.Greco. 

Bergman, Stefan: Multivalued solutions of linear partial differential equations. 
Ann. Math. Studies Nr. 30, 229—245 (1953). 

Bericht über die Theorie der Bergmanschen Integraloperatoren erster und 
zweiter Art und deren Anwendung bei mehrdeutigen Lösungen von linearen partiellen 
Differentialgleichungen. 4. Pfluger. 

Hornich, Hans: Uber lineare partielle Differentialgleichungen, deren Koeffizi- 
enten Polynome sind. Arch. der Math. 4, 437—440 (1953). 

Verf. illustriert erneut die schon mehrfach von ihm festgestellte Merkwürdigkeit, 
daß bei linearen partiellen Differentialgleichungen die Existenz einer Lösung als 
Taylor- oder Laurent-Reihe wesentlich von dem arithmetischen Charakter der 
Koeffizienten abhängt. indem die formalen Lösungsreihen unter Umständen nirgends 
konvergieren (vgl. insbesondere dies. Zbl. 51. 74). O. Perron. 

Rachajsky (Rasajski). B.: Note sur les transformations de contact. Bull. 
Soe. Math. Phys. Serbie 5, Nr. 3/4, 79—89 und französ. Zusammenfassg. 89 — 
90 (1953) [Serbisch]. 

L’A. etudie l’application des transformations de contact dans les cas, ou les 
equations transformees ne contiennent pas la nouvelle derivee. Les illustres auteurs 
Courant-Hilbert (ce Zbl. 17, 397, p. 50) affirment que dans ce cas les dites trans- 
formations ne sont plus applicables, malgre la theorie d’Ermakoff, contemporain 
de S. Lie, qui avaient elueide la question, depuis generalisee par N. Saltykow et 
Karapandjitch. L’A. donne la solution des deux problemes suivants: 1° Former 
la forme generale d’equations aux derivees partielles, dont les transformees devien- 
nent fonctionnelles; 2° Trouver la transformation de contact transformant 
l’equation donnee aux derivees partielles du premiere ordre en une fonctionnelle. — 
L’A. signale que les transformations requises se trouvent parmi les integrales 
des earacteristiques de l’&quation etudiee. Dans le dernier n® de son travail I’A. 
etablit les proprietes canoniques des integrales des caracteristiques, moyennant 
les equations fonetionnelles transformees et les formules de transformation. 

N. Saltykow. 

Rasajski (Rachajski). B.: Interpretation geometrique des fonctions caracte- 
ristiques des integrales des caraeteristiques d’une quation aux derivees partielles 
ä deux variables. Contribution ä la theorie geometrique des caracteristiques. Glas 
Srpske Akad. Nauk CCVI, Odel. prirod.-mat. Nauka, n. Ser. 5, 3—15 und französ. 
Zusammenfassg. 16 (1953) [Serbisch]. 

La theorie g&omötrique des caract6ristiques des @quations aux derivees partielles de pre- 
mier ordre est d&montr6e par une nouvelle methode distinete de celle que P’A. avait donn6 
anterieurement (v. ce Zbl. 49, 189). Le rösultat important consiste preeisöment dans l’etude 
comparative des th&ories geomötrique et analytique. De cette maniere V’A. avait rcussi de 
donner linterpretation geomötrique de la theorie des fonetions caracteristiques qui assurent les 
conditions n6cessaires et suffisantes pour pouvoir former les int@grales completes de Lagrange 
des deux especes, en partant de l’integrale generale des caract6ristiques. Ayant etabli les signi- 
fications g&ome6triques des fonetions caract6ristiques l’A. arrive A construire la thöorie geome- 
trique des integrales de (auchy ainsi que des integrales complöetes ce que l’on n’avait pas pu 
faire depuis l’epoque de Monge jusqu’ä present. N. Saltykow. 

Kasuga, T.: On the linear partial differential equation of the first order. Osaka 
math. J. 5, 211—225 (1953). 

In der Gleichung (1) ö2Jöx + f(x, y, 2) &2Jöy = 9(®, y,2) werden die Funk- 
tionen f,g in einem Gebiet D samt ihren ersten Ableitungen nach x und y stetig 
vorausgesetzt. Es sei @ die Projektion von D auf die (x, y)-Ebene. Man beweist 
dann: a) wenn z(z, y) eine stetige Funktion ist, die fast überall in @ (1) genügt 
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und wenn SCD die zugehörige Integralfläche ist, dann liegt jede in D enthaltene 
charakteristische Kurve (Integral des gewöhnlichen Differentialgleichungssystems 
dylda = f, dzjdx = g), die mit S einen Punkt gemeinsam hat, vollkommen in 8; 
b) wenn z(x, y) fast überall in @ (1) genügt und überall in G die Ableitung nach y 
besitzt, dann ist z(x,2) vollkommen differenzierbar und genügt überall 5 cd 
D. Greco. 


e John, F.: On behaviour of solutions of partial differential equations. (Inst. 
for Fluid Dyn. and Appl. Math., Lecture Series No. 25.) Maryland: University of 


Maryland, 1953, 24p. $ 1,15. 

The first part of the paper deals with Cauchy’s problem for the hyperbolie equation 
Lu=u—- au, —-DPuy—-ku=0 (b+0) with data w=f and u,=g in a bounded 
region R in the time-like plane y = 0. It is required that fand g be of class C%” in Rand that u 
be of class C% in the intersection of some open set containing R with the half-space y= 0. If 
fand g.are data for some u, write (1) (/, 9) = 0(Z). It is known that fand g determine uniquely 
and that they can be given independently of each other provided that they are analytic. The 
validity of (1) for a given pair (f, g) depends strongly on the coefficients of Z, and u has in general 
no continuation to negative y. If it has, however, and this is equivalent to (f,0)= 0(Z) and 
(0,9) = 0(L), then the same congruences are true when L is replaced by a similarly defined 2’ 
and a>a'". Toa given fone can always by means of a Fourier transform find a 9 such that 
(, 9)=0KL). Hence in order to decide whether (1) is true for a given pair, it suffices to consider 
the case f =0. Then the congruence does not depend on b, cand kand by a linear transformation 
we may assume that Z has the form Lu = u, — u,, — U,,. lt is proved that a necessary and 


Ir 
suffiecient condition that (0,9)=0 (Z) is that g be locally of the form } @ (x cos 8 + t, 0) d$ 
0) 
where @ and all its derivatives with respect to the first variable are continuous. When it exists, 
+00 
a solution « with Cauchy data 0, g is given by uay,t)= | I(z,y,t,})d) where 
— oo 
ri " = 
Y h ANDI 2 1-17) 
Te Kerr "W (57) F,dn, (F=;—— A ve 
am SIR iU Fat (ar „dm TUR RR 


For small imaginary A, / is well defined by gand can be shown to be analytic in A for real A. The 
second part of the paper deals with applications of the method of spherical means (F. John, 
this Zbl. 35, 346). The following rather general result is obtained. Let ul, ... be of class O3 in 
a neighborhood of the origin and satisfy a system of differential equations with eoefficients in 
C% and assume that the system is not characteristie in the direction of one of the variables, 
+t 
say t. Then the expression t f (f? — 7?) 
t 
respect to the other variables. L. Gärding. 
Garnir, H. G.: Propagation de l’onde &mise par une source ponetuelle et instan- 
tande dans un dioptre plan. %, Il. Bull. Soc. Roy. Sei. Liege 22, 85—100, 148—162 
(1953). ; 
Dans ces articles, A. etudie la propagation de l’onde mise par une source ponctuelle et 
instantande dans un dioptre plan & une, deux ou trois dimensions. La fonction qui deerit cette 
onde & chaque instant est la fonction de Green d’un probleme aux limites hyperbolique. L’A. 
emploie la transformation de Laplace pour ramener cette fonction de Green A celle du problöme 
elliptique correspondant, facile & determiner. Cette derniöre comporte trois termes dont les 
transform6es de Laplace inverses representent les trois parties constitutives de l’onde &tudise 
(les ondes directe, reflöchie et transmise). L’A. emploie pour cela une methode röcente de L. Cag- 
nia rd, en cours de publication detaillöe. La deseription des difförentes ondes obtenues permet 
d’interpröter toutes les particularitös de leur &volution au cours du temps. M. Reade 
.* rn 2 . k . . . i 
Pucei, Carlo: Studio col metodo delle differenze di un problema di Cauchy re- 
lativo ad equazioni a derivate parziali del secondo ordine di tipo parabolico. Ann 
NzE x . * “ 4 
Deuola norm. sup. Pisa, Sei. fis. mat., III. Ser. 7, 205—215 (1953). 
On donne dans le plan (x, t) le rectangle R: O<x=<I 0<t<h. On 
cherche u(x, t), solution dans R de 


(1) Pulö? = a (t) Ouldx + b (t) Out + c()u-+ f (2,8), 


avec les donnees de Cauchy: (2) u(%,0) = (X), Oujötlı-o = ulz). On suppose 
que a,b, c, f sont continues dans R; on suppose en outre que d" uyfdar|, |dr u,/dar| 
» 


m—1 . . - . 
ur (t,.)dr can be differentiated m times with 
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orflöx"| < M (2n)!/o", pour tout n, ou M et o sont deux constantes positives, 
o>1h? max |a(t)|. Dans ces conditions, ’A. montre l’existence d’une solution 
Dst<sh 


deux fois continüment differentiable en t, indefiniment differentiable en x, du 
probleme de Cauchy (1), (2). Le procede de demonstration est une adaptation du 
procede des differences finies de Courant-Friedrichs-Lewy [Math. Ann. 100, 
32—74 (1928)]. Cf. egalement F. John, ce Zbl. 47, 337. J. L. Lions. 

Prodi, Giovanni: Soluzioni periodiche di equazioni non lineari di tipo parabolico. 
Atti. IV. Congr. Un. math. Ital. 2, 193—196 (1953). 

Bericht über eine Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 49, 75). Das hier angegebene 
Theorem stimmt mit dem aus dieser Arbeit überein bis auf die im Referat mit (3) 
bezeichnete Vor., an Stelle deren hier |f(Z)| < O(|v]?) mit g<2 bei beschränktem u 
gleichmäßig hinsichtlich x, t, u gefordert wird. Auch die Vor. (1) ist ein wenig 
anders formuliert. Otto Haupt. 

e Ödman, S.T. A.: Studies of boundary value problems. Part. I: Minimum 
methods for solving semi-homogeneous boundary value problems. (Svenska Forsk- 
ninginstitutet för Cement och Betong, Handlingar 20.) Stockholm 1953. 44 p. 
Kr. 8.—. 

Nr. 1 gibt einen vergleichenden Überblick über verschiedene, meist bekannte 
Verfahren zur Lösung linearer Randwertaufgaben mit der Differentialgleichung 
L(w) = f in einem Bereich B (mit L als linearem homogenen Differentialausdruck 
der Ordnung 2m) und den homogenen Randbedingungen U,(w) =(i=1,...,n): 
Methoden von Ritz, Galerkin, des kleinsten gewogenen mittleren Fehlerquadrates, 
Fehlerorthogonalität, Reihenentwicklungen und Integralgleichungen. Macht man 


k 
für eine Näherung y den Ansatz y= N c,9,, wobei die @, die Randbedingungen 
»=1 
erfüllen, so führt die „Methode der kleinsten Produkte‘“‘ mit der Forderung 
fe 85dr=Min [mt = LW)-h 8 =y-w de = Volumenelement in B] bei 
B . 
selbstadjungiertem definitem Z wieder zu den Galerkinschen Gleichungen. In Nr. 2 
wird für zwei unabhängige Veränderliche x, y eine „Orthogonalmethode“ mit dem 
Ansatz y= cu(r,}) v(y; u) beschrieben. Die Randwertaufgabe sei so beschaffen, 
daß man u und » mit beliebigen Parametern so wählen kann, daß y die Randbedin- 
gungen erfüllt. Die drei Parameter c, 7), u sollen aus den drei Gleichungen 
[Li —-)gdar=0mtg=u,%—PV,g —Uuv ermittelt werden. Die Methode 
B 


wird ausführlich an dem numerischen Beispiel einer ringsum eingespannten gleich- 
mäßig belasteten homogenen Rechtecksplatte vorgeführt. L. Collatz. 


Lions, Jacques-Louis: Problömes aux limites et eonditions A Vinfini. ©. r. 
Acad. Sei., Paris 237, 1617—1620 (1953). 

The author modifies his previous notes (this Zbl. 50, 320) on mixed boundary 
value problems for elliptie equations by considering unbounded domains and intro- 
dueing spaces of funetions whose derivatives are square integrable with respect to 
an exponential weight function. L. Gärding. 

Beresanskij, Ju. M.: Über die Eindeutigkeit der Bestimmung der Schrödinger- 
Gleichung aus ihrer Spektralfunktion. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 93, 
591—594 (1953) [Russisch]. | 

Let Au+@R-0,(&y))u= 0 (i = 1,2) together with u, (0, y) = 0 define 
a boundary value problem for x >. Let further 0, (p, 9, /) be the corresponding 
speetral functions and r, (%, ß,4) = 9, ((0, %), (0, 8),4). The theorem proved is: 
If a) ©, (x, y) are piecewise analytie, b) r, (x, ß, A) = 7, (&, ß, A) in some intervall 


(Con - 5 te, Ee>DI —O< »<oo, then GO, (u, y) =C,(% y). 
(r. Borg. 


\ 

Giorgi, Ennio de: Osservazioni relative ai teoremi di unieitä per le equazioni 
differenziali a derivate parziali di tipo ellittico, con condizioni al contorno di tipo 
misto. Ricerche Mat. 2, 183—191 (1953). 


G. Fichera (dies. Zbl. 35, 186) bewies die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung «x der 
folgenden Randwertaufgabe: 


1,n 92 N ou 
x Fo x =) G u 1. San et e(t, u) = (=) 
(a) 1 (W) En) djk dx, 0x, j I; ) dx, 
[e(&) < 0, L selbstadjungiert und elliptisch]. Auf dem Rande BR I SSrn (Pe 
des Bereiches D sei (b) u — 0 auf F\, (ce) öu/öv = p(x) (v Konormale), (d) f grad?udr, -. ds 


D 

endlich. Außerdem erfülle (e) u zwei Reziprozitätsrelationen mit der Greenschen Funktion des 
Dirichletproblems für einen D enthaltenden Bereich. Verf. beweist durch Angabe eines Bei- 
spiels, daß ohne die Forderung (e) unendlich viele Lösungen existieren können. In diesem Bei- 
spiel ist r = 2, das Gebiet D ein Halbkreis, F, Peripherie, F, Durchmesser. Lu = Au. Dann 
gibt es also, wie Verf. beweist, Lösungen mit Au = 0, u = 0 auf F,, du/dn — 0 auf F, mit kon- 
vergentem Dirichletintegral über D. Diese Lösung wird angesetzt in der Form u(2) = w(x) — 
w*(x), wo w* = wauf dem Rande des Vollkreises und im Inneren harmonisch ist. w(x) gewinnt 
man als Limes einer Folge von Funktionen w, = 2" flog (x, —&)? + 232] dE, wo B,CB,C 
.« C B„Cm-- eine Folge von endlichen Intervallsummen ist, für welche 2m B,:, = m B, ist (m B= 
Maß von B). @. L. Tautz. 

Birman, M. $.: Zur Theorie der allgemeinen Randwertaufgaben für elliptische 
Differentialgleichungen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 92, 205—208 (1953) 
[Russisch]. 

The author studies the self-adjoint elliptic equation 


Lg=— Doz ln)+eg=0 (>20) 
a! 3 R 

in a bounded domain 2 with smooth boundary. Let S be the symmetrie operator 
in ZL2(Q) which is the celosure of Z, defined for twice continuously differentiable 
functions vanishing outside compact sets in @. Then S* is the elosure of Z defined 
for twice differentiable functions, It is observed that Krein’s hard self-adjoint 
extension S, of S (i.e. the extension by the method of Friedrichs) eorresponds to 
Dirichlet’s problem. Some additions to a paper by Visik (this Zbl. 47, 95) are 
indicated. Hints of proof are given. L. Hörmander. 

Vekua, I. N.: Eine Randwertaufgabe mit schiefer Ableitung für eine Gleichung 
vom elliptischen Typus. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 92, 1113—1116 (1953) 
[Russisch ]. 

Let T be a simply connected domain bounded by a smooth Jordan curve L. 
Consider in 7 the differential equation (1) Aw taw, +b w„tAcw=f, and 
on L the boundary.condition (2)xw, + Pw, +uyw= 6, where a,b,c,f.x, By; Ö 
are real and satisfy certain regularity assumptions, and A, u are real parameters. 
Suppose that a®+/°=#0 on L and let m be 1/27 times the variation of the 
argument of (x, ß) when L is described in the positive direetion. Denote by N the 
dimension of the set of solutions of the homogeneous problem corresponding to (1), (2). 
Then 0S N + 2m — 2 = the number of linearly independent equations in fand ö, 
necessary for the solvability of (1), (2). Hence (1), (2) is solvable for arbitrary right 
members if and onlyif m<1 and N =2-—- 2m; the solvability of the inhomo- 
geneous problem follows from the non-existence of solutions of the homogeneous 
problem if and only if m = 1. For small A and u N =2—2m if m<so0 and 
N =0 or N=1 for m>0. — A proof by reduction to a Fredholm equation 
with complex variable methods is sketcehed. The paper continues earlier work by 
the author (this Zbl. 48, 337). L. Hörmander. 

Vvedenskaja, N. D.: Über eine Randwertaufgabe für Gleichungen vom ellip- 


tischen Typus, die auf der Begrenzung des Gebiets ausarten. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. Ser. 91, 711—714 (1958) [Russisch ]. 


ei 


The author studies the existence and uniqueness of solutions of the equations 
)  ym Aula? + ulöy? + alx, y) Ou/öx + bix, y) dufay + c(x, y) u = 0 
2) Auldx? + y®r Aulöy? + alz, y) Ou/dx + b(x, y) Au/dy + c(z, y)u = 0 
(m >0, e=0) ina domain Din y>0, the boundary of which consists of a 
finite number of segments of the x-axis (bounded by the finite set of points #) and 
a finite number of curves /’in y >0. On S is considered a boundary condition 
(3) dul® + Alz,yJu=gl(x,y) on T, (4) u(x,0)= f(x) on S—-I'— E where v 
is an inner direetion on [and A=(0. It is supposed that either c or A is strietly 
negative, a, b, c are analytie, 4, go, v, f are sufficiently regular (Hölder conditions) 
and that Dirichlet’s problem for (2) is solvable in D [ef. M. V. Keldys, this Zbl. 
43, 95, and O.A.Olejnik, this Zbl. 48, 78, who has studied the case when Dirichlet’s 
problem is not solvable and only the boundary condition (3) is required]. Then there 
exists at least one solution of (1) [or (2)], (3), (4) which is bounded in Dand continuous 
in D— E. Suffieient conditions for uniqueness and for continuity in E also are 
given. A proof with the methods of the papers quoted above is sketched. 

L. Hörmander. 


Visik, M. I.: Über die erste Randwertaufgabe für elliptische Gleichungen, die 
auf der Begrenzung des Gebiets ausarten. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 9, 
9—-12 (1953) [Russisch]. 

In einem beschränkten Bereich D’C R,„, der im Halbraum x, > 0 liegt und dessen Rand ein 
Teilstück T/; besitzt, das der Ebene x, = 0 angehört, ist die Differentialgleichung 


n e > n en 
x 2 cu any eu 
Lu= > — (a (vr: ) — b,(&) — +cla)u=hle), = (%,...,%), 
a 6X% _ 2 0x, 


vorgelegt, die für Punkte x mit x, > 0 elliptisch, h’ngegen für € T% parabolisch ist (mit be- 
liebigem Rang der entsprechenden quadratischen Form). Die Koeffizienten von L sind dabei 
in D’ beschränkt, a,,(x) und b,(z) außerdem noch differenzierbar vorausgesetzt, ferner u € H, 
Gus= (Un-- u, ) € R;, wo H bzw. R, einen Hilbert- bzw. Gradientenraum bezeichnen mit 


den Metriken: 


r £ ou % 
(u(z),0(&)) = SS ulz)e(e)dz, (6 u,0Y = J| 8 are) de, 
D 


Dik=ı 6x, 0% 
wo DC D’ einen Rand T besitzt mit einem Stück T', in der Ebene x, = 0, das ganz innerhalb 
T%, liegt. — Angegeben werden Existenz- und Eindeutigkeitssätze folgender Art: Unter den Vor- 


n 
aussetzungen ® 2,” <a,,.(z)< (?x,* für zeD’ mit 0<a<1 und c(@)-$ = 1,50 


für z£& D besitzt die erste Randwertaufgabe obiger Gleichung (Verschwinden der Lösung auf 
dem Rand T’ von D) für jede beliebige rechte Seite h(x)€ H eine Lösung, die zudem eindeutig 
bestimmt ist. Als (verallgemeinerte) Lösung wird bei diesen Voraussetzungen jede Funktion 
u(x) der Menge 2(D) bezeichnet, für die bei beliebiger Wahl einer Funktion v(x) € 2%(D) die 
Beziehung erfüllt ist: ß 

[h,v] = - {Gu,@v} — B> [u, b,e/ 1 + | c y.D ) 1, | = {Gu,(-E + K)@v). 


1 
\ s;] — "in 
i=1 


=] 


Dabei bedeutet 2(D) den Definitionsbereich des Operators, der durch Abschließung von @, 
angewendet auf die Menge (2° (D) der stückweise stetig in D differenzierbaren Funktionen ua), 
die in einem Randstreifen von D verschwinden, gewonnen wird, und 2°(D) die Menge derjenigen 
Funktionen aus OD), die in einer Umgebung von T\, verschwinden. Jede glatte Lösung der 
ersten Randwertaufgabe erfüllt diese Bedingung. Der lösende Operator L’! der Gleichung hat 
die Struktur u = Ih=G1-E+ K)*' G*"'n, wo der Stern einen dem entsprechenden 
Operator adjungierten Operator bedeutet, und ist beschränkt. — Bei NEBEN: aan a 
x > 1 angenommen und b„(x) verschiedenen Voraussetzungen unterworfen. ie Aue die 
im Rahmen der Operatorenrechnung im Hilbertschen Raum verlaufen, sind nur Bas eutet. 
Abschließend wird ohne Beweis der Satz angegeben: Ist für einen Wert P < 2 die Ungleichung 


n n 2 Ang N 
zB DEer<sO 5 0.) &, &, erfüllt,wo ( weder von & noch vonden £&, abhängt, so gelten 
ee _ 


w— Ye r Er fi ß * Fe 
bezüglich der ersten Randwertaufgaben der gegebenen Gleichung und der zu ihr adjungierten 
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Gleichung L*v —g drei den Fredholmschen analoge Sätze; der Operator L, der der ersten 
Randwertaufgabe entspricht, ist halbbeschränkt ([Zu,u] < M[w, u]) und besitzt ein diskretes, 
eadlich-vielfaches Spektrum; seine Resolvente (L— A E)! hat für reguläre Werte von A eine 


der oben für L’! angegebenen analoge Struktur und ist vollstetig. E. Svenson. 
Visik, M. I.: Über Randwertaufgaben für elliptische Gleichungen, die auf der 
Begrenzung des Gebietes ausarten. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 93, 225 — 228 


(1953) [Russisch]. 

Diese Arbeit ist eine unmittelbare Fortsetzung der im vorstehenden Referat besprochenen 
und besteht in einer Übertragung der vorigen Ergebnisse über die erste Randwertaufgabe für 
eine elliptische Differentialgleichung, die auf der Begrenzung des Bereiches in eine parabolische 
ausartet, auf die zweite Randwertaufgabe. Die Art der Voraussetzungen, die F ormulierung 
der Sätze und die Beweismethode sind völlig analog. In den oben wiedergegebenen Ergeb- 
nissen bezüglich der 1. Randwertaufgabe sind in den Aussagen folgende Änderungen vorzunehmen 
(was erhalten bleibt, ist nicht erwähnt): 

n ER: 
ou E en 
IG,G or — Jul 2 une) EEE yruv| de 
mit einer Konstanten y; Q2%(D) ist durch die Menge 2!(D) der in D stückweise differenzierbaren 
Funktionen u(x), deren Ableitungen beschränkt sind, zu ersetzen, Q(D) durch die aus 21(D) 
statt Q°(D) in entsprechender Weise entstehende Menge 2(D) und 2°(D) durch die Menge 


@(D) der Funktionen aus 2(D), die quadratisch summierbare partielle Ableitungen besitzen. 
Der entsprechende Satz lautet: Unter den Voraussetzungen c?2,* < a,„(2) < 0? x,* für ze D’ 
a Sl 


wo c und © von x und den &, unabhängig sind, c(x)—4 N bi, (2) <—y?’(zxED) und 
2 ri 


n 
3 S l;cosnz, — A(a)<0(zET), besitzt die zweite Randwertaufgabe der Gleichung mit 
d i x ou ou 
er Randbedingung = a;;(%) Zu, On + Als)u= =. A(s)u=g(s) [A(s) und 9(s) 
ük=1 i d 

sind auf dem Rand I’ von D vorgegebene Funktionen] bei beliebig gegebener rechten Seite 
h€H eine eindeutig bestimmte Lösung. Unter einer (verallgemeinerten) Lösung wird bei 
diesen Voraussetzungen jede Funktion u(x)€ 2(D) verstanden, für die bei beliebiger Wahl 


von v(x)E€EQ2(D) die Beziehung erfüllt ist: 


N e FE 
[h,0] — [yvdT= - (Av — I" 2370: | En ( 5 (b,cosn x, — A(x)) u, ») + 
un = or; i=1 ER in 


n 
ai (-- BP a ”) 2 = (@u,(-E+K)@Gv, KEH. 
ı 


Jede glatte Lösung der zweiten Randwertaufgabe erfüllt wieder diese Bedingung. In dem 
Ausdruck für den lösenden Operator L!(h,@) der Gleichung ist statt an jetzt W*(h p) zu 
nehmen, wo Who) ein Einbettungsoperator ist, der @v auf ein Paar von Funktionen v(r) 
und v(s) abbildet. Hierbei bezieht sich Verf. auf frühere Arbeiten von ihm (dies. Zbl. 44, 96; 
47, 341). Der abschließende Satz bleibt für die zweite Randwertaufgabe gültig wenn man in 
der Randbedingung für den von 7, verschiedenen Teil des Randes /’ von D p(s) = 0 annimmt 
Die Ergebnisse sollen sich auch noch auf solche elliptische Gleichungen übertragen lassen die 
auf Flächen im Inneren des Bereiches parabolisch ausarten. ” "E. Svenson 


Bicadze, A. V.: Ein räumliches Analogon des Integrals vom Cauchyschen Typus 
und einige seiner Anwendungen. Doklady Akad. Nauk SSSR. n. Ser. 93, 389392 
(1953) [Russisch]. 


Das Analogon besteht in der Aufstellung der Formel 
1 ; 
5 nl M(Q, P)p(Q)do; =Pp(P) für PED bzw. —0 für PED. 


as ns eines Bereiches D des 3-dimensionalen Raumes mit dem Komplementärbereich 
Ba unc & a Punkte des Raunes und P (x, %,2) = (Pı: Pas Pa. Pı) ein in D erklärter, im all- 
en n -dimensionaler Vektor. Schließlich ist M(Q, P) ein geeigneter singulärer Matrizen- 
kern, der durch die Richtung der Flächer 5 i PQ 
& € ınormalen im Punk a £ j 
t Q und den Abstand PQ bestimmt, 


| 2 


‚und zwar dem letzteren umgekehrt proportional ist. Die Formel gilt, wenn die 4 Komponenten 


von p innerhalb D stetig differenzierbar sind und in D einem gewissen System von 4 linearen, 
homogenen partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung genügen. Diese treten an die Stelle 
der Cauchy-Riemannschen Gleichungen in der Funktionentheorie. Im besonderen Fall, daß der 
Vektor p ein gewöhnlicher 3-dimensionaler ist, reduzieren sie sich auf dvp =0 und rotp =. 
Ist p nur auf S erklärt und genügen seine Komponenten der Hölderschen Bedingung, so erfüllen 


un 1 
die Komponenten des durch q (P) = 2 f M(Q, P)\p(Q) dog in Dund D’ erklärten Vektors 
ns 


das System der Bedingungsgleichungen. Im Falle, daß P auf S selbst liegt, läßt sich analog 
zum Cauchyschen Hauptwert in der Funktionentheorie auch hier ein Hauptwert des Integrales 
q(P) definieren, und es gelten für die in gewohnter Weise gebildeten Grenzwerte g+(P) und 
q-(P) auf S die zu den Plemeljschen Formeln (die aber von Sochoc’kij in einer Arbeit über 
bestimmte Integrale und Funktionen, die in Reihenentwicklungen benutzt werden, Petersburg 
1873, schon früher aufgestellt worden sind) analogen Beziehungen g+(P)— q*(P)=Pp(P) und 
q*+(P) +q-(P)=2qg(P). Desgleichen gilt auch die zur Poincare-Bertrandschen Formel der 
Vertauschbarkeit der Integrationen bei zusammengesetzten singulären Integralen von Cauchy- 
schem Typus analoge Beziehung: 


[ Mm, P)do, [ M(Q.9) F(Q,.9) dog = 
S 


Ss 
= 4m F(P,P) + [ dog, [ M(Q, P) M(QQ) 7 (Qu) dog. 
Ss S 


Es wird angegeben, daß man auf dieser Grundlage eine Theorie der linearen Randwertaufgaben 
sowie der singulären Integralgleichungen aufstellen kann, die analog den entsprechenden Theo- 
rien im Rahmen der Funktionentheorie aufgebaut sind. Als Beispiel wird die Lösung des Dirich- 
letschen Problems, also die Bestimmung einer harmonischen Funktion u(x, yz) durch ihre 
Randwerte, vermittelst dieser Methode durchgeführt, und zwar in dem speziellen Fall, daß der 
Bereich D den ganzen Raum erfüllt und durch eine ebene Kreisscheibe x? + y?< a? begrenzt 
ist, auf der der Hölderschen Bedingung genügende Randwerte u(z, Yy, + 0) und u(z, y, — 0) 
vorgeschrieben sind. Im Unendlichen soll dabei u(z, y, z) verschwinden. E. Svenson. 

e Kellogg, 0. D.: Foundations of potential theory. New York: Dover Publi- 
eations Ine. 1953. IX, 384 p. $ 2,50. 

Leonov, M. Ja.: Lösung einer Integralgleichung der Theorie des Newtonschen 
Potentials. Ukrain. mat. Zurn. 5, 50—57 (1953) [Russisch]. 

z 17 p(& n) = 
In der Integralgleichung u(r, y) , d£Edn sei S das 
J} Far 
Xußere oder Innere des Kreises »?+ y?=.a?. Die Funktion u(x, y) sei in S 
definiert; p(£, n) ist zu berechnen. Verf. löst diese Integralgleiehung mit Methoden 
der räumlichen Potentialtheorie. W. Thimm. 

Geronimus, Ja. L.: Über die tangentielle Ableitung des logarithmischen Poten- 
tials einer einfachen Schicht. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 91, 1257—1260 
(1953) [Russisch]. 

Let L be a smooth curve with the arc length s as parameter, 0 3=]1, such 
that 6, ,, = A llog |sı — 82| —1-1(4 >0), where 6,,, is the angle between the 
tangents at s, and s,. Let f(s) be a function with modulus of continuity log ei 
(v > 0), and g(t) a function such that O<gp'(t) <= M, p”(t) exists for large t and 
p(t) — ©o with t. It is proved that 

I l 


a art BR: RE 
zu / log z) fords = | elle) Mods (7 = rn) 
0 0 
holds frr 0 <o <1 if the last integral is defined as Cauchy’s principle value. 
This is well-known if f, pand L satisfy slightly stronger hypotheses. It is stated that 
the restriction on f can be weakened if L has bounded eurvature. 4. Hörmander. 
Amanov, T. I.: Eine Verallgemeinerung eines Resultats von S. M. Nikol’skij. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 90, 949—952 (1953) [Russisch ]. j 
Die im Einheitskreise o um den Nullpunkt meßbare Funktion f(x, y) gehöre 
zur Klasse W(”)(o), (a) wenn sie auf o partielle Ableitungen bis zur m-ten Ordnung 


“4 


x 


hat, (b) wenn: D,[f] = Sf f(x, y) dxdy <©o und 


.. Pr; 2 5 

Du) Ru! | ,) dxdy <oo für j=1,..,m 

en Norsay 

ist. Der Verf. verallgemeinert Sätze, die von S.M.Nikol’skij für m of be- 

wiesen wurden, auf m >1. Er gelangt so z. B. zu dem folgenden Ergebnis: Die 

Funktion U sei harmonisch auf o und gehöre zu Wi" (co), m 1.» Ist danne 

(1) U-+ Zlacosk + b,sin k 6). 

so gilt: (2) B3 km! (a2 + 52) < C, D,„ [U]. Umgekehrt folgt aus der Konvergenz 
k=m R 

der Reihe in (2), daß die Funktion (1) zu W(®)(o) gehört und (,D,[U] = 

55 k2m—1 (a)? + bj?). Dabei hängen die Konstanten (', und (', nicht von U ab. 

W. Thimm. 


Boulanger, J.: Remarques sur certaines equations aux derivees partielles du 
second ordre de la forrme Au+4A(x,y) u= 0. Mathesis 63, 39—99 (1953). 

Pour attenuer les diffieultes de la methode de A. Schwarz concernant l’existence 
d’une integrale nulle sur €‘, non identique & zero et de signe constant dans D, l’A. 
demontre le theor&me: Toute &quation AV+[(1—0)/4 K?] (ER /öx)?+(Kley)?] V=0, 
ou K est une fonction harmonique non constante positive sur le bord €’ d’une aire D 
(done positive dans D) et ol o est une constante, positive ou nulle moin que l’unite, 
n’admet pas d’integrale nulle sur (', autre que zero. Considerant les differentes 
expressions de la fonetion K: K=ar+ßy+y K=sa:+ßBry+tyy, 
K=exp(ax+ßy),K=1ax+ßy+y,K=#+y+1, !’A. parvient de former 
neuf cas particuliers d’equations, dans les diverses hypotheses sur les coefficients, 
n’admettant d’autre integrale que le zero pour les aires J) verifiant des conditions bien 
precises. N. Saltykow. 

Bojanidc, Ranko: Proprietes asymptotiques des solutions des &quations diffe- 
rentielles lineaires. Srpska Akad. Nauk, Zbornik Radowa mat. Inst. 35. Nr. 3, 
213—251 und französ. Zusammenfassg. 251—254 (1953) [Serbisch]. 

En generalisant les resultats de T. Carleman et A. Pleijel l’A. traite le 
probleme generalise de la membrane ä trois dimensions 

Au—4A(PJu+/Au=0, PeS, u=0 sur le bord de S, 

A(P) etant une fonction positive, dont les derivees partielles du premier ordre sont 
continues dans S. Il obtient pour les fonetions propres orthonormees de ce probleme 
les formules suivantes 


1 


2 9(Q=47;RR+0M, 5 0,(P)B8,Q) =0W, A>oo. 
AnsA 2yB InsSh 


La principale difference entre la methode de Pleijel et celle de l’A. consiste en ce 
que cette derniere est basde sur l’&tude de la partie singuliöre de la foncetion de 
Green. C. Orloff. 
Nikol’skij, 8. M.: Zur Frage der Lösung der polyharmonischen Gleichung mit 
der Variationsmethode. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 88, 409-411 (1953) 
| Russisch ]. 
Zur Entscheidung der Frage, ob die Lösung der polyharmonischen Gleichung 


A u= 0 hei bestimmten Randbedingungen durch Lösung des zugehörigen Vari- 
ationsproblems: 


rr 
id) 


bei denselben Randbedingungen gewonnen werden kann, genügt es, eine Vergleichs- 
funktion f mit endlichem D,(f) zu finden. Wie Sobolev (dies. Zbl. 14, 57 und 15, 

j 405) gezeigt hat, müssen die Randbedingungen gewisse Eigenschaften haben, damit 
eine solche Funktion existiert. Unter Benutzung früherer Ergebnisse (dies. Zbl. 51, 
43) leitet der Verf. diese notwendigen Eigenschaften ab und zeigt, daß eine geringe 
Abänderung genügt, um sie hinreichend zu machen. W. Thimm. 

| Ozawa, Mitsuru: The topology of subharmoniec funetions. Ködai math. Sem. 

- Reports 4, 97—116 (1953). 

Morse et Heins (voir Morse, Topological methods in the theory of functions of a com- 
plex variable, ce Zbl. 41, 396) ont introduit et &tudi6 les fonctions pseudo-harmoniques dans 
la fermeture d’un domaine plan D, limite par » eourbes de Jordan disjointes. Lorsqu’il n’y a 
sur la frontiere qu’un nombre fini de maxima, la difference entre le nombre de minima sur la 
frontiöre’et celui des „saddle points“ vaut 2—r. LA. döveloppe une extension convenable 


de ces rösultats pour les fonctions eontinues dans D,, sousharmoniques dans D,, nulle part 
localement eonstantes möme sur la frontiöre seule. On part de l’etude locale des courbes de 
niveau au voisinage eireulaire (de centre P) d’un point P, en introduisant le nombre de com- 
posantes connexes obtenu quand on öte le point P et sa limite quand le rayon du voisinage tend 
vers 0. Des hypothöses @liminant des circonstances compliqu&es permettent, gräce A une 
vingtaine de döfinitions, d’arriver, par une &tude locale puis globale, ä des relations gen6ralisant 
celles mentionnees plus haut. M. Brelot. 


Variationsrechnung:: 


Bertolini, Fernando: Traiettorie luminose in uno spazio trasparente. Esistenza 
di regioni non illuminate da una sorgente luminosa puntiforme. Ricerche Mat. 2, 
78—90 (1953). 

WE ET AT totalitä delle eurve traceiate nell’insieme chiuso 7 dello 
spazio S, e quasi rettificabili, aventi come punti eccezionali tutti e soli i punti 
RR dire tali che sia rettificabile ogni arco non contenente alcuno dei 
Be... £u)- E data una funzione f(P), la quale & semicontinua inferiormente 
e non negativa jn un eontinuo T di S, privato dei punti Ports, EDEN limitata 
in ogni parte chiusa e limitata dell’insieme T—-P,—::-— P,. Per altre pre- 
eisazioni, tra cui la definizione del funzionale J(L) = [ fP) ds, ove L e una 

17 


eurva quasi rettificabile di 7, rinviamo alla Memoria in esame, facendo presente 
che J(L) puö essere considerato come un integrale improprio del tipo di Stieltjes. 
L’A. stabilisce l’esistenza del minimo in ogni classe I, contenuta in TE 
chiusa e composta di eurve aventi dall’origine distanza non superiore a un numero 
prefissato. S. Cinquini. 
Stein, Marvin L.: On methods for obtaining solutions of fixed end-point problems 
in the ealeulus of variations. J. Res. nat. Bur. Standards 50, 277—297 (1953). 
L’A. studia il problema ai limiti per il sistema: (A) (d/d«) [g,(«, y, y’)] = u(#, y, y') 
G=1,2,..,n) Yıla) = 055 yb)=r we y(yla) +, Y„(x)). Come caso particolare 


b 
di (A) si ottiene il sistema di equazioni di Eulero (B) relativo all’integrale: J(y) = f f(x, y, y)da 
17} 
considerato in una classe di curve y= yı(#) (i=1,2,...,n) che passano per due punti fissi. 
Il problema (A) & ricondotto allo studio dell’inversione di una trasformazione funzionale di uno 
spazio di Banach: T (x, y) della quale sia ö T (x, y; öy) il differenziale. Il problema equivalente a 
quello relativo al sistema (A) & di trovare Y in modo che: T (2,9) = 0. La possibilitä di invertire 
completamente la trasformazione ÖT (x, Y; öy) in öy & sufficiente ad assicurare l’inversione 
locale della trasformazione considerata (T.H. Hildebrandt, L. M.GraveseR. Caccioppol i). 
Da questo risultato I’A. deduce un procedimento per approssimare Y, analogo a quello di Newton 
dell’analisi elassıca. Per questo considera le approssimazioni definite mediante le equazioni: 
T(x,y®) + 6T(x, y";)=0; (a) = ni(b) —0, ponendo: y'’ = y”4 n. Pi in generale» 
il problema di trovare y in modo che $(y) = con S(y) funzione continua di uno spazio di 
Banach viene studiato mediante le approssimazioni definite dalle relazioni:S(y")+K(y”,)=6, 
a y”+n ove K(y,n) non & necessariamente il differenziale di S(y), ma & una tras- 
formazione lineare di n) che soddisfa a condizioni analoghe a quelle del differenziale 68 le quali 


76 
\ 
sono suffieienti ad assicurare la convergenza delle approssimazioni alla soluzione del problema. 
considerato. Nel caso (A) la condizione che öT (x, y”’;n) sia completamente invertibile € assi- 
curata dal fatto che per la prima approssimazione y gli estremi non siano punti coniugati [nel 
senso che il sistema alle variazioni di (A) non ammetta soluzioni tali ‚che ‚m(a) = 7,(d) = Pd 
diverse da quella identicamente nulla] e dal fatto che la prima approssimazione sıa contenuta 
in un opportuno intorno dove la norma di T(x,y”) & convenientemente limitata. Nel caso (B) 
si dimostra che sotto le note condizioni la funzione trovata oltre a verificare il sistema di Eulero 
fornisce un minimo relativo forte per J(y). Un ulteriore metodo di approssimazione & indicato 
ea ä Fat 

e ne sono fatte alcune applicazioni numeriche. @. Stampacchia. 

Sigalov, A. G.: Zweidimensionale Aufgaben der Variationsrechnung in nicht- 
parametrischer Form. Trudy Moskovsk. mat. Obse. 2, 201—233 (1953) [Russisch ]. 


Verf. gibt Existenzsätze zu dem Variationsproblem (GER [f F(x, y, z, 2,, 2,) d£ dy> Min 
D 


bei vorgegebenem Rand, wobei er sich auf die in seinen früheren Arbeiten aufgestellten grund- 
legenden Sätze über Minimalfolgen, die stückweise linear sind, stützt. U.a. sei folgende Ver- 
schärfung eines auf Tonelli zurückgehenden Existenzsatzes durch den Verf. genannt. Bei 
hinreichender Regularität des Integranden gelte zusätzlich 
1: die Weierstraßsche Funktion E(z, y, z, p, 9,9, 9) 2 0, P.9,p,qg willkürlich, 
DR Femp®+Q), m>0, ?+Q?>L 
für alle (x, y) € beschränktem Gebiet ®, |2| <z,. Falls unter allen im Sinne von Tonelli 
absolutstetigen, eine stetige Randkurve treffenden Funktionen z = f(x, y), \fl 7 mindestens 
eine ein endliches Variationsintegral liefert, dann existiert eine Funktion dieser Klasse, die dem 
Integral (*) das absolute Minimum erteilt. Verf. stellt noch einen ganz entsprechenden Existenz- 
satz für unbeschränkte Gebiete auf. Nach den auf ©. B.Morrey und Shiffmann zurück- 
gehenden Methoden werden dann Regularitätsuntersuchungen angestellt. Man kann danach 
bei etwa analytischen Integranden auf analytische Lösungen in ® schließen, falls die zweiten 
partiellen Ableitungen von F nach g, p,z gleichmäßig beschränkt sind, die übrigen partiellen 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung einer entsprechenden Wachstumsbeschränkung mit 
p° + q? unterworfen werden, sowie F,,0® +2 F,, aß + F„B? zZ m (a? + 2) gilt, m >. 

H. Beckert. 

Velte, Waldemar: Zur Variationsrechnung mehrfacher Integrale in Parameter- 
darstellung. Mitt. math. Sem. Giessen 45, 33 S. (1953). 

Für w-fache Variationsintegrale im A”, in Parameterdarstellung, gibt Verf. das 
Analogon der von Carath&odory für derartige Probleme in gewöhnlicher Form 
entwickelten Theorie. Es handelt sich demnach — da sie sonst nicht von der Wahl 
des Parameters unabhängig wären — um Integrale mit der Grundfunktion f(x;, %;.) 
W=12,..,n; x=1,2,..,u; u<n), die bezüglich der x;. = dx;/öt, nur 
von den Unterdeterminanten Pivine.i, = a. me=1l...n) der Matrz 
(2a) abhängt und positiv homogen erster Ordnung in den ?,, ist. Aus der Defi- 
nition der p., folgen gewisse Relationen zwischen denselben, und es wird die Ein- 
schränkung gemacht, die in einer angekündigten, weiteren Arbeit des Verf. fallen 
gelassen werden soll, daß auch die Af/&pın = fü) den gleichen Relationen genügen 
(„der Grassmannschen Mannigfaltigkeit angehören“) sollen. Mit Hilfe der Grass- 
mannschen Richtungskoordinaten Pu, lassen sich hinreichende Bedingungen, die 
in üblicher Weise aus der Existenz eines geodätischen Feldes gewonnen werden, 
in einfacher Weise formulieren. Die Theorie ist auch, wie Verf. zeigt, anwendbar 
auf Variationsprobleme mit beweglichem Rand. M.J. De Schwarz. 


Integralgleichungen. Integraltransformationen : 


e Miranda, Carlo: Equazioni integrali con nucleo funzione del parametro. 
Teoria ed applicazioni. Univ. Politee. Torino, Rend. Sem. mat. 12, 67—82 (1953). 
a Betrachtet wird die Integralgleichung (1) p(x2) = f(x) + [ @ (x, y,))op(y)dy mit dem 
Nern - Ba 
n a 
(2) Ka&yM)=K(ia,y)+AH,z,y)— > 3 4 H,(&, y), 
r . ‘=1 & & 

wo IK: y) und die H,(«, y) für und y aus dem endlichen Integrationsgebiet 7 reelle, symmetri- 
sche, positiv (semi-) definite Kerne sind, die a, reelle Zahlen. Durch Lösung eines Extremums- 


| ua 
\ “a 


problems in einem geeigneten Hilbertschen Raum wird ein Beweis skizizert für folgende Er- 
gebnisse: Die sämtlich reellen Eigenwerte A, des Kernes (2) häufen sich nicht im Endlichen. 
Es gibt ein vollständiges normiertes Orthogonalsystem von Eigenfunktionen 9,(%), für das 


(Pr, Pı) = [r (x) pılz) dr + Ar A, Sf H,(&, Y) Pr (X) pıly) de dy + 


n ” ” 
ey 
+ DIR Sf Ha, y)pr (a) yıly) drdy = b 


| a \ 
“gilt, je nachdem ob k=#1! oder k=[! ist. Es bestehen die Entwicklungen 
oo 
r Sta | | 
[KR wu dy = De IEROLZOL?Z 
oo oo 
= a; 
H,(z, y) = > Pr (x) i H,(y, t) prlt) dt, Hz, y) = — > FR — pr (X) [#: (4,8) pr (b) dt. 
bei LH Fe 
Die Auflösung von (1) wird geliefert durch 
oo ” 
i ). 
(3) p(z) = f(x) + 2 Fr E20) S rr(y) Fin) dy. 


Dabei erfordert der Fall, daß ein }, einem a, gleich sein kann, eine Sonderüberlegung. — Bemer- 
kungen über den Fall, daß in (2) statt der Summe eine konvergente Reihe steht, ferner daß die 
Kerne H,(z, y) Polynomkerne sind. — Anwendung auf die Differentialgleichung 


(d/dx) (8 du/dx) + [1 A(x) + B(x)]u=0 
unter den Randbedingungen a,(A) u(a) + a,(4)w(a)=0, a,,(A) u(b) + a,,(A) w(b) = 0 
mit a,,(A) = a,;i + aj,. — Auf Probleme dieser Art führt auch die Wärmeleitungsgleichung 
&u/öx? — Eu/öt + p(z)uw+ F(xz,t) mit den Randbedingungen 
a, u, (0,1) - a u(0, 1) — u, (0,0) = fill), Azur (mt) — aUu(n,t) — u, (z,t) = folk) 

und der Anfangsbedingung u(r,0) = u,(R). R. Iglisch. 

Michlin. S. G.: Zu einem Satz über die Beschränktheit eines singulären Integral- 
operators. Uspechi mat. Nauk 8, Nr. 1 (53), 213—217 (1953) [Russisch ]. 

Verf. berichtigt einige seiner Ergebnisse über singuläre Integraloperatoren in 
mehreren Variablen vom Typus: 


AD) = a (Mo) UM) +, [ v(a,) K(M,. M,) dr, " [ v(m,) L(M,, M,) du. 


In dieser Formel ist F,, der m-dimensionale euklidische Raum, a,(M,) ist eine be- 
schränkte Funktion mit Lipschitzbedingung. Es ist K(M,M,) = r" f(M, B). 
wobei r der Abstand zwischen M, und M, und ® der Schnittpunkt des Strahles 
durch M, mit der Hypersphäre um M, mit dem Radius 1 ist. L(M,, M}) ist ein 
regulärer Kern. — Vgl. dies. Zbl. 19, 122, 413, 29, 51, Uspechi mat. Nauk 3, Nreas 
29—112 (1948), die auch in englischer Übersetzung unter „Translation Number 24, 
Amer. math. Soc. (1950)‘* erschienen ist. W. Thimm. 
Aleksandrijskij, B. I.: Zur Theorie gewisser linearer Integro-Differential- 
systeme. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 91, 181—184 (1953) [Russisch]. 
Untersucht wird die lineare Integro-Differentialgleichung 
n—1 m b 
eo") —- © a,(®) (2) —-ı 3 [Klıe) g") (s) ds = f(x) 
i=0 i=0a 


mit den komplexwertigen Koeffizienten- und Kemfunktionen a,(x), K;(x,s) und f(x) bei der 


Randbedingung plz)|,_., = gMa),_. =. = a, ‚°. Dabei sollen im Falle 
5 ... Be 
n> m die Integrale [ Ja,(@)?dx, [ J |Kı(z, s)l? dx ds, J \f@)®drz und im Falle n <m 
a a u d 
b, b b 2 mn 2 
|d”-" a, (a) 2 [ [ Fe (X, 8) \d ka) a Te 

Ä | Aa er BE /| dads, | dx kon- 

die Integrale L Ber | 2; j am | J | dar" | 
Aa } +: & a 


vergieren. Es werden in üblicher Weise Eigenwerte und ein Spektrum dieser Gleichung de- 
finiert, und es wird festgestellt, daß, während das Spektrum für gewöhnlich regulär ist, es vor- 
kommen kann, daß es singulär ist, d.h. das es keinen Wert A gibt, der nicht Eigenwert wäre. 


18 x 


Im Falle des Cauchyschen Randwertproblems, ,= 2% =:'''—= %,.,, kann das nicht eintreten, 
da dann A=0 kein Eigenwert ist. — Ziel der Arbeit ist die Zurückführung obiger Gleichung 
auf eine von der Art u(x) — AQ[u(x)] = R(x) in dem Sinne, daß, wenn (x) der ersten Gleichung 
genügt, so u(X) = gg) (x) der zweiten und umgekehrt, wenn w(x) der zweiten Gleichung ge- 
nügt, so p(x) = [::- f u(e) d&---dx der ersten. Für die verschiedenen Fälle eines regu- 


%o In ] 
lären oder eines singulären Spektrums sowie n> m oder n < m werden derartige äquivalente 
Gleichungen ohne Beweis angegeben. Die Art aber, wie die neuen Koeffizienten Q[u(x)] und 
R(x) als Integrale mit Hilfskernen aus den gegebenen entstehen, ist durch den Bau dieser Hilfs- 
kerne als Summen von weiteren Hilfsfunktionen, die durch einen Iterationsprozeß aus den ur- 
sprünglich gegebenen Kernen gewonnen werden, ziemlich kompliziert. Schon um einen Hilfs- 
satz zu formulieren, auf den sich der Beweis stützt, braucht Verf. eine Druckseite. EB. Svenson. 


Voelker, Dietrich: Über die Konvergenz des Laplace-Integrals. An. Soc. Ci. 
Argentina 155, 119—133 (1953) [Spanisch]. 

Verf. beweist sieben Sätze über Konvergenz sowie gleichmäßige Konvergenz 
des Laplace-Integrals in Gebieten, die von Kurven der Gestalt „= A x* e®* und 
ähnlichen Typs begrenzt sind. Die Sätze 1, 3 und 5 finden sich, was dem Verf. 
entgangen war, in ähnlicher Gestalt für Laplace-Stieltjes-Integrale in D. V. Widder, 
The Laplace-Transform, Princeton 1941. @. Doetsch. 

Rooney, P. G.: Some remarks on Laplace’s method. Trans. Roy. Soc. Canada, 
Sect. III, III. Ser. 47, 29—34 (1953). 

Nach der Laplaceschen ‚Methode für Funktionen großer Zahlen‘ wird eine 


b 
asymptotische Darstellung für I: exp [k h(x)] (x — a)’ p(x)dx für k> co an- 


a 
gegeben unter der Voraussetzung, daß Am(a)=0 (n=1,..., 2m — 1), ABM) (a)< 0 
und h(x)in as x=b nicht wachsend ist. Ein entsprechendes Resultat wird für 
das Doppelintegral KR exp [k p(x, y)] y(x, y) dx dy abgeleitet. @. Doetsch. 


Wiodarski, L.: Sur une formule de Efros. Studia math. 13, 183—187 (1953). 
00 


2&-1sei die Umkehrung der Laplace-Transformation F(s) = f et fii)d=R ff. 
v0 


Die Formel 
[0,0} 


—1fy/[e N ee: _ @) p— 8 
8-1 (o(s) F[g(s)]} = S Fr) 8 fo(s) era} dr 
(0) 
> 
ist unter folgenden Voraussetzungen gültig: 1. | et |f(t)| dt < oo fürein 0 >; 


2. g(s) ist analytisch in Jarg(s—y)| <nx/?? +x >0,0 <a <aj2), und 


Ras)Z0o; 3. v()| SM | #(M>0, B>0) in larg (s— y)| <a/2 + a. 

. G. Doetsch. 

Saksena, K. M.: Generalizations of Stieltjes transform. Bull. Caleutta math. 
Soc. 45, 101—107 (1953). 

Zwei hintereinander ausgeführte Laplace-Transformationen ergeben bekanntlich 
die Stieltjes-Transformation. Verf. führt hintereinander zwei verallgemeinerte 
Laplace-Transfoı mationen aus, wie sie von verschiedenen Autoren angegeben worden 
sind, und erhält dadurch meherere Verallgemeinerungen der Stieltjes-Transfor- 
mation. ? @. Doetsch 
| Bhatnagar, K.P.: Two theorems on self-reciprocal functions and a new trans- 
form. Bull. Caleutta math. Soe. 45, 109—112 (1953) 


oo 
Es wird die Transformati i { 2 2,12 zanS 
) stormation mit dem Kern ®,,(22) = (x 2)! F J,(lt) JS. (7) T 
4 * * v 
betrachtet, und es werden gewisse Operationen angegeben, welche Funktionen, die 
B Eee a IE ER REN . . . . ; ö 
in dieser Transformation selbstreziprok sind, wieder in solche überführen. 


@. Doetsch. 


1) 


j Levitan, B. M.: Über einen speziellen Tauberschen Satz. Izvestija Akad. Nauk 
| Br ia ya 17, 269—284 (1953) [Russisch ]. 

2s handelt sich um folgenden Satz: Es sei o(w) eine komplexe Funkti lie für alle reelle 
it erklärt ist und der Bedingung hi ee 


1 a+l 
su { R 
| + a|)* V tea) S M 


; a1 
genügt. \ ietz)} bedeutet die Schwankung der Funktion o (zw) im Intervall (a, «a + 1), k eine 


a 
Er gear Zahl und M eine Konstante. Wenn man zu jedem positiven e ein positives 
= ö(e) und eine Funktion o,(z) derart angeben kann, daß deren Bochner-Stieltjes-Trans- 


formierte im Intervall (— 8, ö) (k + 2)-äquivalent zu Nullist und außerdem sup 2 - 
FR -o<u<o(1+ |ul)® 


V {v (u) — ozlu } < e besteht, so gilt bei u] > © o (u) = 0 (|u|""') mit der Restabschätzung 


[2 
su - 
men. (1 + Jal)* In (1 + |a]) 
vonyzı abhängt. Verf.bedient sich hierbei der Bochnerschen Bezeichnung, wonach zwei Funktionen 
(k + 2)-äquivalent heißen, wenn ihre Differenz ein Polynom (k + 1)-ter Ordnung ist [Boch- 
ner, Vorlesungen über Fourierrsche Integrale, Leipzig 1932]. — Die Arbeit ist eine unmittel- 
bare Fortführung einer früheren Arbeit desselben Verf. (dies. Zbl. 48, 324). Die Hilfssätze und 
Abschätzungen, die zum Beweise des Satzes führen, sind direkte Verallgemeinerungen von 
entsprechenden Hilfssätzen und Abschätzungen aus der früheren Arbeit. Die Verallgemeinerung 
besteht darin, daß in den Formulierungen an die Stelle der früher verwendeten Bochnerschen 
bzw. Bochner-Stieltjesschen Transformation einer Funktion f(z) nunmehr eine allgemeinere tritt: 


o(u)' S €, wobei die Konstante Ü von M und k, aber nicht 


1 [ es -ixu 3 -ia, = it 
ß f 1 ’ u 
But 2(&) = —— er ee |< BCE TAN 
y2r ix #, (iu) I im)” ea ()”" | 
“ PER. RE. BE) 
Irı(P) = 1 ı D 21 Teer (Ber It? 


die als Bochner-Stieltjessche Transformation der (k + 2)-ten Ordnung der Funktion f(g) be- 


zeichnet wird. Fernertretenan die Stelle linearer Ausdrücke solche der (k + 1)-ten Ordnung, 
[0 0] 


: i . 3 f sintn a 
und die früher verwendete Hilfsfunktion o,(u) = ZZ / 5 do(u ta) (s.a.a. 0.) wird 
- ri n° ü 
—o 
oo oo 
n " /sin n a\?k+4 > ° sin a\2k+4 
durch o% (u) = — | do(u +a) mit = | — da ersetzt. Für 
/ u nd f 17 
En — oo 


k—=0 gehen die neuen Ergebnisse in die früheren über. Die Beweise verlaufen ganz ent- 
sprechend, sie sind z. T. sogar wörtlich übernommen. Im gleichen Sinn entspricht der neue 
Satz und insbesondere die obige Restabschätzung für ihn dem a.a. O. angeführten Analogon 
zum Bernsteinschen Approximationssatz, und zwar gerade in seiner im Referat angegebenen 
spezialisierten Form. Darüber hinaus wird aber auch hier die Restabschätzung in einer ent- 
sprechenden allgemeineren Form gebracht. — Das Analogon zum Bernsteinschen Approxi- 
mationssatz bildete a.a. ©. die Grundlage für die Aufstellung von asymptotischen Formeln 
für das Verhalten der Spektralfunktion einer gewöhnlichen selbstadjungierten Differential- 
gleichung zweiter Ordnung. Ebenso soll der neue Satz dazu dienen, entsprechende Ergebnisse 
für das asymptotische Verhalten der Spektralfunktion einer partiellen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung zu gewinnen. B. Svenson. 


Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


Vulich, B. Z.: Einige Fragen der Theorie der linearen halbgeordneten Mengen. 
Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 17, 365—388 (1953) [Russisch]. 


The paper deals with the representation of Archimedean vector-lattices (i. e. such that for 
every 2>0 the set {n }n=ı1,2,.:. 18 unbounded from above). It is proved that every Archi- 
medean vector lattice X is (algebraically- and lattice-) isomorphie with some lattice C% (Q), 
the elements of which are econtinuous functions defined in a compact set Q, assuming the value 
+ co in a non-dense set. If X has a unit 1 (in the sense of Freudenthal), then Q may be 
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chosen to be extremally disconnected (the closure of every open set is open-and-closed). The 
isomorphism © — x(q) of X onto 0% (Q) permits to introduce a generalized norm 2] = suple(g)l 
(assuming also the value + ©0); then X is called complete if it is metrically complete wit 
respect to this norm. It is shown that if X is complete and deprived of the unit element, then 
there exists an extension of X to an Archimedean vector-lattice, which is in a certain sense mini- 
mal. A sequence of non-negative elements is called determining f„Anl=ı, for mn. 
If X is complete and has the unit element, then every bounded determining sequence has a 
l.u.b. if and only if the following condition is satisfied: if 0<S y(g)<s x(q), *(q) ECO (9), 
and (9) is continuous, then y(g) € C® (Q). There are defined also maximal extensions of 
X. The paper ends with the consideration of continuous functions in 9 A. Alexiewiez. 


Vulich, B. Z.: Verallgemeinerte halbgeordnete Ringe. Mat. Sbornik, n. Ser. 
33, 343—358 (1953) [Russisch]. 


The paper deals with the problem to introduce multiplication into a vector lattice so that 
the lattice becomes a partial ring. A set X is called the generalized lattice-ring if 1° it is a lattice- 
ordered group, 2° there is defined the prcduct x y for some couples x, y of elements, 3° if = y 
and yz and one of the products (x y)z, z(yz) exist, then there exists also the other, and both 
are equal, 4 a(y+z)=xy+xz, y+2)z=yxr+zx if the products on the right-hand 
side exist, 5° there exists an element e such that ze and e x exist for every x, and ze=eı 
6° if &y exists and |x|< |x|, |yıl< |yl, then x, y, exists too, if 2>20,y>0 and xy 
exists, then 2y> 0. If existence of xy implies the same for yrand zy=yx, then X is 
‚called commutative. — Let X be an Archimedean (see the preceeding review) vector-lattice, 
with unit 1. It is possible to define the norm as ||z]| = inf (A: || s Al} (if |x| <Al for 
no A, then ||x|| is to beset + ©). X is called complete if it is so with respect to the norm || ||. 
A determining sequence is any sequence {x,} of non-negative elements such that 2, A nl=x, 
for m>n. The prineipal result of the paper is the following. Let X be a complete Archi- 
medean vector-lattice. Then it is possible to define the product for some couples of elements 
so that X becomes a generalized lattice-ring in which the unit is equal to the unit of multipli- 
cation, if and only if every bounded determining sequence has a l.u.b. It is discussed which 
units 1 are fit for this procedure. Finally, additive-and-multiplicative (a. m.) functionals in X 
‚are considered. IF x —x(g) is the isomorphism of X onto (%®(®) (see the preceding review), 
then every a. m. functional is of the form f(x) = x(g,) with g, depending only on f. 

A. Alexiewiez. 

Erdös, P. and E. @. Straus: On linear independence of sequences in a Banach 
space. Pacifie J. Math. 3, 689—694 (1953). 

This paper gives an answer to a problem raised by A. Dvoretzky: given a sequence of 
(algebraically) linearly independent unit vectors of a Banach space, does there exist a subsequence 
linearly independent in some stronger sense? The authors prove that, given any positively- 
valued function P(n), every sequence of linearly independent unit vectors of a Banach space 
contains a subsequence x, independent in the following sense: if C& are scalars such that 


oo 
(1) Kup IC <p(), 2) im 3 05x.=0, then lim C*=0 for n=1,2,.. This implies 


k>on=L1 k> 00 


. B ® . > > = 
a fortiori that these vectors are linearly independent in the following sense: if N c„ 2, —=0, 
n=1 
then „= 0for n=1,2,.... The authors prove also that if the condition (1) is dropped in the 
definition of linear independence, their theorem is no longer true. [The following misprints are 
to be noted: p. 689, line 13 the inequality is to be read |CW®| < p(n); p. 690, line 16 replace 
&n; by ©,; p- 691, line 20 replace Q by O.] A. Alexiewier. 

Soysal, Selma: Sur certains ensembles ordonn6s de projeeteurs dans l’espace 
de Hilbert. I, II. Revue Fac. Sei. Univ. Istanbul, Ser. A 18, 305—312, 323—351 
(1953). 

Precedee d’un resum6 en langue turque et d’un resum& en francais, cette thöse est divisce 
en quatre chapitres. Au chapitre I on considöre un rötieul& complet ® de projections d’un espace 
d6 Hilbert 9; ® est tel que la limite forte d’une suite decroissante de projections est ögale A sa 
borne inf6rieure; en outre, ® possede une suite partout dense. 7 &tant un &löment de 9, soit 
P(P) une fonction A valeurs complexes mösurable sur ‘P pour la mesure definie par | Pfll® et 
dont le carr& du module est intögrable au sens de Radon-Stieltjes. Alors L(g) = ti Y(P)d(Pf,g) 


est definie pour tout gE 9, lindaire et continue: soit f* tel que Z(g) = (f*, Ei Ces elöments f* 
forment une variete lindaire ferme&e isomorphe A l’ensemble des y(P) de carre du module som- 
mable, A des suites 9, (P) fortement convergentes correspondant des suites [X convergentes; cette 
variete est identique A la variet6 linsaire fermee M(f) engendree par les Pi one (Eh, f, g) == 


Re . p(P)d(P f,g). Au chapitre II, $ est envisag6 comme une somme directe des variötös 
ı 
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linsaires fermdes M (f), engendrees par les P f; et on dömontre l’existence d’un elöment hEH tel 
qu’ä tout [€ il correspend un p(P) de fagon que ||P, fl?= JS |p(P)]?d ||P A|? quel que 
PSP 


soit P,€ ®. Pour de tels elöments A 9, les varietes M(R) engendrees par les Ph (dites 
hypermaximales) sont maximales. L’A. construit une suite de varietes N (A,), n=1,2,..., 
orthogonales entre elles et dont la somme directe est 9, chaque M (h,) &tant une variete hyper- 


h £ ’ n—1 
maximale du supplömentaire orthogonal de la somme direete I Mh). SIM(h,) et M(k,). 


‘sont deux telles suites de d&composition de Ö, chaque M (h,) est isomorphe & M (k,). Au 
chapitre III, parmi ces suites M(A,) A. en considere une oü les A, ont la propriete suivante: 
la mesure ||P h,„||? correspondante A la varietEM (R,) peut s’exprimer en fonction de la pr&c&dente. 
La construction de cette suite fait intervenir une certaine suite de sous-ensembles de ®. Un 
cas partieulier ou ® est caracteris6 par ces sous-ensembles est etudie au chapitre IV. 
4A. Pereira Gomes. 

Sargent, W.L. €.: On some theorems of Hahn, Banach and Steinhaus. J. 

London math. Soc. 28, 438—451 (1953). 


Erklärungen: Ist E ein normierter Vektorraum, so heißt E'CE ein x-Teilraum von E, 
oo 
wenn E=UE, ist und die Mengenfolge {E,„} die beiden Eigenschaften aufweist: 1.2ZE,m# 
1 


nirgends dicht; 2. 0 € E,; aus x,yEE, folgt @+y, x — yE€Ey4. E heißt «-Raum, wenn 
E=E’ ist. E heißt f-Raum, wenn E nicht x-Raum ist. Einige Hauptergebnisse: 1. Ist {7„} 
eine Folge linearer Operatoren eines $-Raumes E in einen normierten Vektorraum F, so ist 


lim sup ||7,,| 


|< oo notwendig und hinreichend für lim sup ||7, (@)|| < für alle = EE$. 


n—>00 n>%X90 
2. Ist H die Menge der z€ E, für welche lim sup ||7, (z)|| < ausfällt, so ist H ein «-Teilraum 
no 
von E oder mit E identisch. — 3. Ist T eine additive Operation aus einem ß-Raum E in einen 
normierten Vektorraum F und ist !|7 (x)|| in E von unten halbstetig, so ist T beschränkt. — 
Unter stärkeren Voraussetzungen sind teilweise auch speziellere Sätze dieser Art von H. Hahn 
[Monatsh. Math. Phys. 32, 3—88 (1922)], S. Banach und H. Steinhaus (Banach, Theorie 
des operations lin&aires, p. 80, Th. 4, dies. Zbl. 5, 209) bewiesen worden. — Anwendungen: Usa> 
entwickelt Verf. notwendige und hinreichende Bedingungen für die Regularität 


oo oo 
lim [ Ks,t)z() d= [ xt) dt 
s>o0 0 0 
bei Denjoy-Integraltransformationen. H. Hadwiger. 


Koteljanskij, D. M.: Uber eine arithmetische Orthogonalisierungsmethode in 
nicht-separablen Hilbertschen Räumen. Mat. Sbornik, n. Ser. 33 (75), 181—192 
(1953) [Russisch]. 

Im Anschluß an Arbeiten von Romanoff (dies. Zbl. 44, 40) wird ein Hilbert- 
scher Raum H betrachtet, in dem ein kontinuierliches System {a}; v beliebig 
reell, 0 <» <oo, von normierten, zueinander orthogonalen Elementen existiert. 
Es gilt: 

oo — oo 
B»= 8 u(k) w(k) = on) Kunz (0 SV <RQ) 


ist ein Orthonormalsystem für jede komplexe Funktion »(n) mit: o (m n)=o(m)o(n), 
53 Io(n)|? < oo. Ist &, vollständig in H, so auch f,. Es werden einige Beispiele, 
=1 


ähnlich denen in Romanoff (loc. eit) ausgeführt. K. Prachar. 
Takano, Kinsaku: A metrization of elass-convergence of distributions. Ann. 
Inst. statist. Math. 5, 1—7 (1953). 


Etant donn&e une fonction de repartition F (x), YA. considöre la classe K de toutes les fonc- 
tions de r&partition de la forme F(ax + b). Il cherche & d£finir la distance de deux classes. 


[eo] 
Pour cela ilintroduitla convolution F (x) = f Fie—y)dll —F(—y)] deF (x) etde1l—F(—-®), 
m 0.2 
[,°} 


eo = 
la fonction de concentration moyenne Yr = | Erz dF (x), Oo <I<o,et la fonetion de 


=> ” ” 
dispersion D;(y) = min I; )2y},0 <y<1. Il montre que 1°: yr(+ 0) est invariant 
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toutes les F (x) d’une möme classe, ce qui permet de l’ecrire yYr(0); 2°: siyz(0)<y<IW, 
ER il ir = F(x)€K telle que D,(y) = 1. — Soit alorg 2, ensemble des ii, 
propres pour lesquelles yz(0) < y. Soient K, K,E 2%, FIıEK» FRE: tels que Dr, (y) = 1, 
Dr,(y) =1. La distance des classes K, et K, est 
d,(K,.K,) — inf d[F, (x), F,(x+ e)], 

—090<0e<oo p . 
oü d est la distance au sens de P. Levy (maximum de la distance des points oü la droite 
y=4a— x coupe les courbes y=Fı(®), y=F;,(« + 0), a variable, ce donne). — L’A. = 
montre que 42, est complet relativement & cette mötrique et que la convergence des suites de 
classes peut se definir par la metrique dans 2,. Il donne une condition necessaire et suffisante 
pour que, ötant donnee une suite de variables aleatoires S,„, il existe une suite de nombres po-. 
sitifs a, telle que la suite de fonctions de repartition de S,„/a, tende vers G(x) 

Takano, Kinsaku: On the many-dimensional distribution funetions. Ann. Inst. 


statist. Math. 5, 41—58 (1953). 

D, est l’espace des fonctions de r&partition & p dimensions F(®), ou © = (2... % ). 
Etant donnse une fonction de röpartition F(&), une classe K est l’ensemble des fonctions de 
röpartition de la forme F(a x + b), pour tous les scalaires a et les vecteurs D. L’A. definit 
la distance d(F, @) de deux fonctions de r&partition comme le plus petit e tel que, pour tout #, 

Fe —se)—e<@(@)<Ff(@ +ee)+e, 

ou e est le vecteur (1,1,...,1). Relativement & cette distance, D, est complet et la convergence 
des suites de fonctions de r&partitions est &quivalente ä la convergence forte. L’A. &tend ensuite 
ä D, ses resultats [voir la reference preced. (A)] sur les classes dans D,. Soit F* (x) la convolution 
des n fonctions de r&partition marginales & une dimension de F (x). La fonction de concentration 
moyenne etla fonction de dispersion de F (&) sont par definition celles de F* (x). Soit 2, l’ensemble 
des classes propres de fonctions de r&partition de D, pour lesquelles y,(0) <y 1 (notations 
de A). Soient F, (x), F,(x) deux fonctions de röpartition appartenant respectivement & K, et K, 
et telles que Dr, (y) = 1, Dr,(y) =1. La distance des classes K, et K, est 


dy(K,, K;) = inf d[F,(@), F(® + ©)] 


ou d est distance definie plus haut pour les fonctions de repartition. Avec cette distance de 
classes, ’A. d&montre dans D, des th&oremes analogues & ceux qu’il a $tablis (reference A) pour 
les suites de classes et de fonctions de repartition dans D.. J. Bass. 

Hewitt, Edwin: Linear funetionals on almost periodie functions. Trans. Amer. 
math. Soc. 74, 303—322 (1953). 

The author starts with an investigation of the normed linear space A* of linear functionals 
on the normed linear space WA of ordinary almost periodie (a. p) functions (with the sup-norm). 
Besides the representations of A* by help of the countably additive, regular Borel measures on 
the Bohr compactification of the straight line, he gives a representation of A* by helpof the bound- 
ed, regular, finitely additive (b.r. f. a.) measures on the smallest algebra ©* of sets containing 
the set & of sets [x; f(x) # 0, f(x) a. p.], each measure u being given a certain norm a]. The 
word „regular“ is defined appropriately with regard to €. For a given functional, the measure 
constructed is defined on a field which is in general larger than that of the measure obtained by 
applying an analogous construction of Bochner (this Zbl.24, 42, theorem 1 of this note). An 
analogue to Bochner’s theorem on continuous positive definite (c. p. d.) functions is given: An 
arbitrary, not necessarily continuous, p. d. function on the straight line is represented in a one-to- 
one fashion by help of a Fourier-Stieltjes transform of a b.r. f. a., non-negative measure on C*. 
A theorem of Yosida and Hewitt (this Zbl. 46, 54) which indicates a unique splitting of a 
finitely additive measure (real-valued and bounded) into a countably additive measure and a 
„purely finitely additive‘“ measure gives rise to a corresponding unique splitting p= pP. + pı 
of ap. d. function into a continuous and a purely discontinuous p. d. function (i. e.,a p- d. function 
Pa such that there exists no c.p.d. qg=E0 and p.d. q’ with 2, —=q-+-g’‘). Various relations 
between the two measures, corresponding, in the two above-mentioned representations of A*, 
to a linear functional on X, are indicated. In this discussion enters a homeomorphic represen- 
tation of the Bohr compactified line on the (suitably topologized) space of allb.r. f. a. measures. 
on &* which assume only the values 0 and 1. There is also a section devoted to the study of p.d. 
functions on the line and their corresponding b.r. f.a. measures on &*. E. Folner. 

Orliez, W.: On the eonvergence of funetionals representable as integrals over 
some elasses of bounded funetions. Studia math. 13, 208— 217 (1983), 
Soient A un intervalle de la droite num6rique, M l’espace des fonetions nume&- 
rıques mesurables born&es sur A, (f,) une suite de fonctions nume6riques integrables 
sur A. L’A. donne des conditions necessaires et suffisantes pour que " f„(t) z(t) dt 
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‚eonverge pour toute zEK, K 6tant un certain sous-ensemble de M. (Exemples: 
K est l’ensemble des fonctions bornees continues sur A — ] — 0%, + oo[; K est 
l’ensemble des fonctions bornees continues sauf en un point fix& t,). Les d&emonstra- 
tions de necessit& utilisent des resultats A paraitre de I’A. sur les espaces de Saks. 
Exemple de corollaire: soient X„(s, t) (s,2€ A) des fonctions integrables de t pour 
tout sE4, telles que S,(%,s) — x(s) asymptotiquement pour toute ze M [on 


pose S,(x. s) = [ K,(s t) z(t) dt]; alors, pour presque tout EA, il existe une 
ä 


fonetion bornee, continue sauf en s,, telle que la suite (S,(x, s,)) diverge. 
J. Dixmier. 


Sebastiäo e Silva, J.: Sui fondamenti della teoria dei funzionali analitiei. Portu- 
galiae Math. 12, 1—46 (1953). 

Verf. gibt in Fortsetzung früherer Arbeiten [Atti Accad. naz. Lincei, Mem., Cl. Sei. fis. mat. 
natur., VIII. Ser. 1, 207—240 (1947); dies. Zbl. 41, 438] einen neuen Aufbau der Theorie der analy- 
tischen Funktionale von L. Fantappi& unter weitgehender Benutzung der modernen, abstrakten 
Funktionalanalysis, insbesondere der Theorie der F-Räume (J. Dieudonn6-L. Schwarz, dies. 
Zbl. 35, 355) und der lokalkonvexen Hülle von topologischen Vektorräumen (G. Köthe, dies. Zbl. 
31, 34). Grundlegend ist die Beobachtung des Verf., daß Definition und lokales Studium der analy- 
tischen Funktionale und Operatoren möglich ist, gestützt auf den Begriff „linearer Funktionenraum 
(C)“ (vel. F.Pellegrino, dies. Zbl. 43, 323) und den davon abgeleiteten „analytischer Funktionen- 
raum 5[C]“. $[C] ist der lineare Raum der „an C gebundenen“ lokalanalytischen Funktionen 
(vgl. G. Köthe, dies. Zbl. 50, 335). — Sind R, $ lokalkonvexe Vektorräume, so nennt Verf. 
eime Abbildung F(g) einer offenen Menge DC R in $ analytisch (im Sinne von Fantappie), 
wenn für eine in einem (komplexen) Gebiet A analytische Funktion g(t) mit Werten in D stets 
F (g(t)) eine n 4 analytische Funktion mit Werten in $ ist. Verf. studiert die analytische Fort- 
setzung ($2) und beweist den Identitätssatz: Zwei Fantappie-analytische Funktionen F(x), 
F* (x) in einer offenen, zusammenhängenden Menge DC R sind identisch in D, wenn sie in einer 
beliebigen Umgebung in D übereinstimmen. Für den Übergang vom lokalen zum globalen Verhal- 
ten der analytischen Funktionale ist jedoch gerade der Fall der Fortsetzung in den Funktionen- 
räumen #%[C] bei veränderlichem C wesentlich. Hierfür beweist Verf. (Theorem 10.2): Sei 
CI C* und jede Komponente des Komplements von C* enthalte eine Komponente des Komple- 
ments von (, sei ® eine offene Menge in $[C], ®* eine zusammenhängende, offene Menge in 
5 [C*] und ®C®D*. Dann hat eine in ® analytische Funktion mit Werten in einem Vektorrraum 
S höchstens eine in D* analytische Fortsetzung mit Werten in $. — Die Stetigkeitsuntersuchun- 
gen des Verf. ($ 3) führen u. a. zu dem Resultat (13.1): Sei F(x) eine Funktion in einer offenen 
Menge ® #[C] mit Werten in einem Banachraum $. Wenn F(x) in D Fantappie-analytisch 
ist, so ist F(x) auch stetig in ®. Hieraus folgt z. B. die Stetigkeit aller analytischen Funktionale 
(auch bezüglich der Topologie des Fantappi6eschen Funktionenraumes). Obiges Resultat wird 
übertragen auf den Fall, daß auch 8 ein analytischer Funktionenraum ist. — Im $4 werden 
lineare Operatoren der analytischen Funktionenräume untersucht. H.G. Tillmann. 


Rabson, Gustave: Summability of Fourier series on the quaternions of norm 


one. Trans. Amer. math. Soc. 75, 287—303 (1953). 
Let G be a compact group satisfying the second axiom of countability, so that the set of 


irreducible representations, and therefore the set of matrix elements Im%,} (i® row, jt® column, 
a'® representation) is countable. Let { mi) be well ordered in such a way that all the functions 
from a given representation occur together. Let the Haar measure on @ be normalized so that @ 


has measure one. Let r, denote the degree and z” the trace of the al representation. Let. [7° 
denote the complex conjugate. Then for a function fin L! the „Fourier series‘ is defined to be 


x x 7 \ [3 
Tr, (ro [m}, (2)]° = m. Using the known fact that er _ i r, (re Im}, ()]° a) m; 


oo * 
—=r,(f*%°), the author forms the series I r, (f* 7°), and calls it the ‚character series“ 


= 


of f. The sequence of partial sums of the character series is then a subsequence of the sequence 
of partial sums of the Fourier series. The author extends Fejer’s classical theorem that the 
Fourier series of an L!-function is (C,1) summable at a point of continuity, and the Fejer- 
Lebesgue theorem that the Fourier series of an L!-function is summable (©, 1) almost every- 
where, to the character series of L!-functions on the group Q of quaternions of norm one, with 
(C, 2) summability in both cases. The proof is facilitated by the fact that the characters of the 
group Q are, essentially, the functions {sin nx/sin x}, which makes the classical methods appli- 
cable here. This also makes the author’s analogue of the Fejer-Lebesgue theorem a special case 
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ies of Jacobi polynomials (Szegö, Orthogonal polynomials, New York 1939, 
een this Zbl. 28, 218). I may & ee hat the classical theorems of Fejer and 
Fejer-Lebesgue are valid with (C, e), e> 0, instead of (0, 1). The author does a 
whether (C, 2) summability in his case is the „best possible“. K. Ohandrasekharan. 

Silov, G. E.: Homogeneous rings of functions. Amer. math. Soe., Translat. 


Nr. 92, 65.p. (1953) (= Uspechi math. Nauk, n. Ser. 6, Nr. 1, 91—137 (1951)). 

$1. Soit @ un groupe ab&lien compact, L un espace de Banach complexe, R un espace de 
Banach dont les 6l&ments sont des applications continues de @ dans L; les operations vectorielles 
de R sont d6finies de fagon naturelle, mais les normes de R et L sont sans rapports. On SED 
que les op6rateurs de translation 7, (s € G) laissent stable R et sont continus dans R (cette 2 
condition &tant automatiquement remplie si la convergence d’une suite In dans R entraine la 
convergence en chaque point). L’A. dit alors que R est un espace homogene de fonctions sur G3 
Theoreme: si T, f est fonction continue de s pour des f partout denses dans R, T,f est fonction 
continue de s pour toute fE X, et il existe une norme equivalente & la norme de R telle que 
IIT,]|=1. ($i L = le corps complexe, et si les caracteres de @ engendrent l’espace de Banach A, 
V’hypothese du thöoröme est automatiquement verifiee.) 52. Moyennant les conditions auxi- 
liaires cit6es pr&cödemment, !’A. retablit, en la simplifiant, la theorie des series de Fourier pour R, 
en donnant le thöoreme d’approximation (A la Fejer) et le theor&me suivant: pour tout e>(, 
presque tous les termes de la serie de Fourier de f€ R ont une norme (dans R)< e. $ 3. Rappel 
de la theorie, due & I’A., des algöbres de Banach & element unit@ commutatives rögulieres, en 
particulier des algebres „de type C“ (Silov, ce Zbl. 45, 382). $4. Soient @ un groupe abelien 
compact, X le groupe dual, K une algebre de Banach commutative primaire (i. e. possedant un 
seul id6al maximal Q), ® un homomorphisme de X dans le groupe multiplicatif des elements de K 
dont la classe mod. Q est1. Pour f=4%ı +:::+C,%n (4 X, c; nombre complexe), posons 
fl = suplaun dal) ++ %%n (© (Xn)l- Les combinaisons lindaires des caracteres 
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de @ forment ainsi une algebre norm&e dont la completion K „(@) est appel&e la somme continue 
de l’algebre primaire K sur @. L’A. prouve, par la theorie des series de Fourier, que K„(@) est 
semi-simple. Si X (@) est regulier, X „(@) est de type ©. Certaines conditions de r&gularite sont 
donndes; par exemple, si @ est le tore & 1 dimension, et si || et|| ne croit pas trop vite avec |n|, 
un th&oreme de Mandelbrojt montre que K„(@) est regulier. Les elements de K„(@) s’nter- 
pretent naturellement: 1. comme fonctions sur @ & valeurs complexes [@ s’identifie alors ä l’espace 
des ideaux maximaux de X, (@)]; 2. comme fonctions sur @ & valeurs dans X [la fonction associee 


a xEeX Etant la fonction txt) w(x)]: on obtient alors un espace homogene R de fonctions 
sur G@ avec toutes les hypotheses du $1. Un exemple typique est le suivant: @ &tant le tore & 
1 dimension, X etant l’algebre desnombres duaux a + Be (a, B complexes, &® = 0), avec |x + Bel 
= |a| + |Bl, et ® 6tant döfini par e""—1+Ane(Afixe), K,„(@) s’identifie A l’algöbre des 
fonctions continüment d£rivables sur @, avec ||f}| = sup [|f{)| + |F(Ö]]. $5. Soit R un espace 
homogene de fonctions complexes sur G, avec toutes les hypothöses du $1, R &tant de plus une 
algöbre. Alors, R contient les caracteres de @. Supposant R r&gulier detype C,ona R= K,„(@), 
ou K= R/J (J ötant le plus petit id&al primaire ferme& attach& A l’ide&al maximal de R defini 
par l’element neutre de @), et (x) &tant la classe de xy dans K. Etude des sous-algebres de R 
invariantes par translation. $6. Lemme: si l’espace vectoriel norm& .R de fonctions sur le tore 
a 1 dimension contient toutes les fonctions ind&finiment difförentiables, il contient toutes les 
fonctions N fois differentiables pour un certain N fini. Theor&me: toute algebre homogene de 
type € sur le tore & 1 dimension, verifiant les hypothöses du $ 1, et contenant toutes les fonetions 
indefiniment differentiables, est lalgebre des fonctions m fois continüment difförentiables pour 
un certain m fini. Comme application, l’A. prouve, sans faire appel A la thöorie des fonctions, 
le lemme suivant dü ä Gelfand: soit K une algöbre de Banach commutative; soit yEK un 
element nilpotent gen£ralise tel que lim (1 + "|| In” =0; alors yY’=0. 
n— 0% 
J. Dixmier. 

Wermer, John: Ideals in a class of commutative Banach algebras. Duke math. 

J. 20, 273—278 (1953). 


Let A be a commutative semi-simple Banach algebra over the complex field. Let M be the 
space of all maximal regular ideals of A, provided with the Gel’fand topology. For a subset B 
of A, let h(B) denote the set of all m& M such that BCm. 4 is said to be regular (Silov) 
if for allme€ M, and every neighborhood W of m, there exists an f@4A such that f(m)=1 
and /(n)=0 forallneW’. Aissaid to have property (2) if the set of f€ A such that f vanishes 
outside of some compact set in M is dense in A. Let @(A) denote the set of all linear isometries 
of A onto A such that (Uf)g=(Ug)f forallf, gE A. A is said to have property (3) if every 
hyperplane Z of A such that U(L)C L forall U €@(A) isan idealin A. Theorem 1. If A is 
regular and has properties (2) and (3), and if Z is a closed ideal of A contained in exactly one 
maximal regular ideal m, then 7 = m. Theorem 2. Let A be regular and possess properties (2) 
and (3). Suppose further that forallf € A and & > 0, there exists g€ 4 such that ||fg— f||<e. 
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Let / be a closed ideal in A such that A(/) has boundary in M containing no non-void perfect 
subset. Then 7/= N m. Theorem 3. Let 4 have a unit and contain a set of generators x such 


m)J1I 
that ||x y|| = ||yl| forally € A. Then the conclusion of Theorem 2 holds. These theorems gene- 
ralize results known for Banach algebras L, (@), where @ is a locally compact Abelian group. 
E. Hewitt. 


Miyadera, Isao: On one-parameter semi-group of operators. J. Math. 1, 23—26 
(1951). 

Let U(&), 0 <&£<00, be a one-parameter semi-group of bounded linear 
operators on a Banach space, with U(£+n) =U(&)U(n). The main result is 
that ||U (8)|| is bounded in any interval [a, 5), 0 <a <b <oo, if U (£) is strongly 
mesurable [i. e. if U(£)xis Bochner mesurable for each x]. This is used to show that 
the strong mesurability of U (£) implies the strong continuity, strengthening a result 
of Hille. Examples are given in which (i) U (&) is bounded and weakly mesurable 
but not strongly continuous, (ii) U(£) is strongly continuous but ||U(&)|| is not 
continuous. . J. D. Weston. 


e Mikusinski, Jan: Operatorenrechnung. (Monografie Matematyczne, Tom 
30.) Warszawa: Polskie Towarszytwo Matematyczne 1953. 368 S. [Polnisch]. 

Die vorliegende Darstellung der Operatorenrechnung teilt mit der ursprünglichen Methode 
von Heaviside die Einfachheit und mit der Methode der Funktionaltransformation die Exakt- 
heit, ohne die Nachteile beider zu übernehmen. So fallen z. B. die durch die Transformierbar- 
keit der Urbildfunktion erforderlichen Wachstumsbeschränkungen fort. Das Verfahren des 
Verf. ist das in der Algebra übliche bei der Erweiterung eines Integritätsbereichs zu einem Körper. 
Als Ausgangsbereich wählt man den Bereich der in [0, ©) stetigen Funktionen «(f). Alles kommt 

t 


auf den Produktbegriff an. Soll der Ausgangsbereich den Integraloperator la= [a(r)dr 
0 


t 


P n-1 
und seine Iterierten !"a = | - & a(r) dr enthalten, so wird man zwangsläufig auf die Fal- 
1) 


)! 
t 
tung ab = f a(t— r)b(r) dr geführt. Die Funktionen werden als Elemente des Kalküls mit 
0 


{a(t)} bezeichnet zum Unterschied von a(t), dem Funktionswert an der Stelle t. Dies wird da- 
durch notwendig, daß man z.B. zwischen der konstanten Funktion {1} und dem Operator 
t 


1 = {1}/{l} unterscheiden muß. Denn es ist {1} - {a(f)} = f a{t} dr und 1-a=a. Der Inte- 


graloperator ! ist die Funktion {1}. Die „Operation“ des Integrierens haftet also nicht am Sym- 
bol, sondern ist in die Definition des Produktes hineingesteckt, anders als bei Heaviside. Für 
eine beliebige reelle oder komplexe Zahl « ist der Teilkörper der Operatoren {a} I! — kurz durch 
& bezeichnet — isomorph zum komplexen Zahlkörper, und es gilt weiterhin «&- {a (t)} = 
{x .&(t)}. Darum bezeichnet man die x = {x} - I! als „Konstante“. Wesentlich ist, daß keine 
Nullteiler auftreten. Dies wird gewährleistet durch die Verallgemeinerung eines Satzes von 
Titehmarsh, die in der vorliegenden, für bloß stetige Funktionen gültigen Form auf Ryll- 
Nardzewski zurückgeht, und hier erstmalig publiziert wird. Die Elemente des Erweiterungs- 
körpers heißen Operatoren. Diese umfassen speziell die Funktionen. Als Reziproke von 4} 
ergibt sich zwangsläufig ein Operator s mit der Formel sa = a’ + (0), falls die Funktion 
{a(t)} eine stetige Ableitung {a’(t)} hat. Hier ist «(0) „Konstante“, nicht konstante Funktion. 
Nur wenn a(0) = 0 ist, läßt sich die Ableitung a’ als Produkt eines Operators (nämlich s) mit 
* der Funktion schreiben. Der Operator 8 ist also allgemeiner als der Operator p von Heaviside, 
welcher nur auf in t verschwindende Funktionen (falls sie differenzierbar sind) anwendbar ist. 
Darin liegt der zweite wesentliche Unterschied zum Kalkül von Heaviside. Der Kalkül ent- 
hält ähnlich wie der Distributionenkalkül von L. Schwartz zum mindesten alle Ableitungen 
beliebiger stetiger Funktionen, die in einem Intervall um 0 verschwinden. Es fällt die Be- 
schränkung in der Anwendung des Differentialoperators s auf Funktionen mit a(0) =+ 0 fort. 
Daher lassen sich alle Anfangswert- und auch Randwertprobleme ‚bei gewöhnlichen Differen- 
tialgleichungen mit konstanten Koeffizienten ganz einfach kalkülmäßig lösen. Der erste Teil 
des Buches bringt die Operatoralgebra mit einem Kapitel über Anwendungen in der Elektro- 
technik, der zweite Teil eine Theorie der Stetigkeit und Differentiation bezüglich eines Para- 
meters, welche dann auf die Gleichungen der Saitenschwingung, der Wärmeleitung und die 
Telegrafengleichung, sowie im nächstfolgenden dritten Teile angewendet wird. Dieser dritte 
Teil befaßt sich mit der allgemeinen Theorie der linearen Differentialgleichung, wobei nach 
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einem Parameter A differenziert wird, während die Koeffizenten, welche allgemeine Operatoren 
sein dürfen, nur von tabhängen. Diese sehr allgemeine Theorie umfaßt lineare partielle Diffe- 
rentialgleichungen und Integrodifferentialgleichungen, und wohl auch noch mehr, ist aber zum 
Teil noch im Werden. Teil 4. Integralrechnung mit Operatoren, Auseinandersetzung mit der 
Methode der Laplace-Transformation. Es folgen Formelsammlungen, Funktionstabellen, 
Literaturverzeichnis, die Auflösung der reichlich gestellten Aufgaben, Sachregister. Die 
Theorie ist insofern noch als elementar anzusehen, als nur die herkömmliche Kenntnis der 
Infinitesimalrechung vorausgesetzt wird, also z. B. nicht das Lebesguesche Integral. Das Buch 
ist durchaus auch für den Praktiker gedacht. Eine Übersetzung wäre wünschenswert. 
@. L. Tautz. 

Rasevskij, P. K.: Über die Ausdehnung der Operatorenrechnung auf Randwert- 

aufgaben. Uspechi mat. Nauk. 8, Nr. 4 (56), 65—80 (1953) [Russisch]. 


Die Operatorenrechnung gestattet im Rahmen der Verwendung Diraescher Funktionen 
ö(x) und Operatoren D die Integration eines Systems von Differentialgleichungen der Art 
N 
(ab 8 P.(z) «=Ppi=l,...,n, wo x;(x) gesuchte und und 9;(2) gegebene komplexe 
kh=1 
Funktionen einer reellen Veränderlichen & sind, die für x > 0 analytisch und regulär sein und 
für x <0 verschwinden sollen, und P,, Polynome mit konstanten komplexen Koeffizienten, 
bezogen auf den Operator d/dx, bedeuten. Dabei soll P = det P;, = 0 sein und die Ordnung 
des Polynoms P gleich der Summe der höchsten Ordnungen m, der Polynome in den einzelnen 
Spalten der Determinante (letztere Einschränkung ist nicht wesentlich, sondern es läßt sich dieses 
stets durch triviale Transformationen erreichen). Schließlich sollen die Lösungsfunktionen den 


Anfangsbedingungen genügen: „=== KH) =0 für =0, k=1,...,n. Be- 

kanntlich ist ö(x) die Ableitung einer bei & = 0 von 0 auf 1 springenden, sonst aber konstanten 

Funktion, die demgemäß an der Stelle 0 eine Singularität (ö-Singularität) aufweist. Ihr wird 
B 


ß £ 
die Eigenschaft zugeschrieben: fi ö(a)de=1, S ö(x) f(x) dx = f(0), wenn 0 im Intervall 


& & 
(&, ß) enthalten ist. Mit ö(x) und ihren Ableitungen, die ähnliche Singularitäten an der Stelle 
0 haben, lassen sich verallgemeinerte Funktionen bilden der Art 
(2) SFR) +E +, ++, 
wo f(x) eine bestimmte gewöhnliche Funktion der angegebenen Art ist, a, komplexe Konstanten 


—' —'' r - . ” ” ” 
bedeuten und a, = a, 6(x),@, = 4,0’(x) usw. ist. Auf diese verallgemeinerten Funktionen wird 
der Operator D der verallgemeinerten Differentiation angewandt, erklärt durch: 


8 Dea)=-F ++ + Het 
Er gestattet es, statt (2) und (3) auch zu schreiben: 

w Pl) = fix) + Day + Dea, +. + Dia, 

(3) Dp(x) = f(x) + Df(0) + Dia, + Dia, +. + Dura, 


ar a . 
Diese formalen Festsetzungen erlauben es, vermittelst der Operatorenrechung nachzuweisen: 


Be n j 
1. daß das Gleichungssystem (4) = Pa Da =9,t=1,...,n, wo nunmehr 4,(2) unbe- 


kannte und 9;(x) bekannte verallgemeinerte Funktionen sind, während P;, dieselben Polynome 
wie in (1) bedeuten, angewandt auf D statt auf d/dx, eindeutig auflösbar ist, und zwar durch 
‚den formal der Lösung eines entsprechenden linearen algebraischen Gleichungssystems analogen, 


N 
im Rahmen der Operatorenrechnung sinnvollen Ausdruck (5) y; — > E9] d; 
Ak Di P (D) [2] 
k=]1,...,n mit den Minoren Q;, der Determinante P: s Glei ar 
BA t N Q;r der Determinante P; 2. daß das Gleichungssystem (1) samt 
‚den ‚Anfangsbedingungen mit dem Gleichungssystem (4) im Falle, daß dessen rechte Seiten 
‚gewöhnliche Funktionen sind, übereinstimmt, d.h. die durch die Lösung (5) gewonnenen 
Funktionen gewöhnlicher Art sind und dem System (1) sowie den Anfangsbedingungen genügen 
Ergebnisse des Verf.: Obige Formeln sowie die Methode lassen ohne Änderung ihres Wesens eine 
viel allgemeinere Deutung zu, nämlich als Lösung einer Randwertaufgabe eines Systems von 
gewöhnlichen oder partiellen Differentialgleichungen in einem Intervall bzw. in einem einfach 
zusammenhängenden Bereich B mit einem analytischen Rand 7 eines beliebig-dimensionalen 
Raumes. Man hat dazu nur in (1) den Operator d/dx durch den linearen Operator 7 einer ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung oder im Falle einer partiellen z.B. durch den ee 
Ben A zu ersetzen, wodurch ein System polyharmonischer Gleichungen entsteht. Ferner hat 
ee en y a Be es durch die homogenen 
Definitionsgleichungen (*) d (3°) für die De 3” a N u Ge ee 
{ g und (3°) für die verallgemeinerten Funktionen und Differentiationen 


| n 


durch: 


g(&)=la,y)+Da+D+.-+Dra, Dokay)=Ala, W+Dip + Dia ++ Dt, 
wo f(x, y) eine feste gewöhnliche, in B analytische Funktion ist, die außerhalb von B verschwin- 
det, a, bis a, auf Z’erklärte analytische Funktionen bedeuten, @, bis @, in B harmonische Funk- 
tionen, die auf /’ die Randwerte a, bis a, annehmen und außerhalb von B in der (x, y)-Ebene ver- 


schwinden. Die formal hingeschriebenen Größen Da, bis D"@, stellen Funktionen mit ö-Singulari- 
täten dar, die auf I’ bei Anwendung des Laplaceschen Operators auf die Funktionen @,, die dort 
unstetig sind, entstehen. Das Gleichungssystem (4) bleibt formal erhalten. — Die angegebenen 
Behauptungen 1. und 2. der Operatorenrecehnung übertragen sich bei diesen Festsetzungen auf 
die Lösbarkeit von (4) bzw. auf den entsprechenden Zusammenhang zwischen den Gleichungs- 
systemen (1) und (4) bei der neuen Deutung. Somit ist vermöge (5) eine (eindeutige) Lösung 
der Randwertaufgabe (1) mit dem Operator 4 und den zugehörigen Randbedingungen gefunden. 
Wenn man den Ausdruck (5) in diesem Fall näher auf seine Bedeutung untersucht, so zeigt 
sich, daß er die Lösung der speziellen Randwertaufgabe Au(x, y) — au(z, y) = f(x, y) bei 
gegebenen Randwerten u(x, y) auf I’ erfordert. Somit besteht das Wesen der geschilderten 
Lösungsmethode vermittelst der Operatorenrechnung darin, daß sie die allgemeine Randwert- 
aufgabe für das vorgelegte System von Differentialgleichungen auf diese spezielle grundlegende 
Randwertaufgabe zurückführt. Da zu der eindeutigen Lösbarkeit der letzteren «a kein Eigen- 
wert des Operators 4 im Bereich B sein darf, ist für die allgemeine Randwertaufgabe, bezogen 
auf den Operator 4, zusätzlich noch zu fordern, daß bei den Linearfaktoren A — «a der Zerlegung 


des Polynoms P(A) für a keine Eigenwerte auftreten. — Verf. gibt an, daß sich auch der Fall 
inhomogener Randbedingungen mit der Methode der Öperatorenrechnung behandeln läßt. 
E. Svenson. 


Vajnberg, M. M.: Über die Struktur eines gewissen Operators. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 92, 213—216 (1953) [Russisch]. 

Verf. betrachtet den durch hu(z) = f(u(x), x) erklärten Operator h (ange- 
wandt auf reellwertige Funktionen u, die in einem meßbaren Teilbereich eines Eukli- 
dischen Raumes definiert sind). f(u, x) sei stetig in u und meßbar in x. Genau dann 
ordnet h jedem uel? ein hueLlP:, zu (wo P,Pı > 0), wenn |f(u, 2)| Ss a(&) + 
b |uje/r' gilt mit einem ae LP. Daß die Bedingung hinreichend ist, zeigte Verf. schon 
früher (dies. Zbl. 39, 337). Weitere Literatur: Niemytzki (dies. Zbl. 6, 209; 
11, 26), Krasnosel’skij (dies. Zbl. 42, 121), Vajnberg (dies. Zbl. 41, 431). 

K. Zeller. 

Pasqua, Dario del e Franco Pellegrino: Prineipi di una teoria degli operatori 
lineari. Atti IV. Congr. Un. mat. Ital. 2, 77—81 (1953). 

Erscheint ausführlich in 2 Arbeiten in Rend. Mat. e App!. - 

Taldykin, A. T.: Über die Existenz der Eigenwerte und die Vollständigkeit der 
Systeme von Eigenelementen bei linearen Operatoren. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. Ser. 92, 1121—1124 (1953) [Russisch]. 

Die ausführliche Darstellung der Ergebnisse im Mat. Sbornik ist bereits be- 
sprochen worden (dies. Zbl. 55, 343). Vgl. auch Verf., dies. Zbl. 56, 343. 

K. Zeller. 

Phillips, R. S.: Perturbation theory for semi-groups of linear operators. Trans. 


Amer. math. Soc. 74, 199—221 (1953). 

The author discusses the effect on a semi-group of bounded linear operators (b.1. 0.'s) of 
adding a b.1. o. to the infinitesimal generator (i. g.) of the semi-group. He firstly obtains (theo- 
rem 2.1) a necessary and sufficient condition that a closed linear operator on a dense ‚domain 
of a Banach space X to itself generates a semi-group of b.1. 0.’s strongly convergent to the identity 
at the origin. (Hereafter the semi-group is understood in this sense.) This theorem 2.1 extends 
the result due to E. Hille and the reviewer. Theorem 3.2 states that if A is the i. g. 
of a semi-group T(s) and if B isa b.l.o.then A+B is also the i. g. of a semi-group 


oo 
S(s). In fact, theorem 3.5 proves that S(s) = 5 8„(8) where S,(8) = T(s) and 


n=0 
8 
8.) = f T(s—t) BS,Mlt) € dt. These results are applied to the integration of the differential 
) 


equation in & Banach space X: (1) y’(s) = (A B(s)) va) + f(s), where the „perturbation” 
B(s) and f(s) are strongly continuously differentiable mappings from [0, 0) to b. Ii 0.8 and to X 
respectively. It is to be noted that, in the meanwhile, Tosio Kato (this Zbl. 52, 126) discussed 
the equation of evolution of the type (1’) y’(s) = A(s) y(s) + f(s), where the domains of the 
operators A(s) may vary with 8. K. Yosida. 
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Rellich, F.: New results in the perturbation theory of eigenvalue problems. 
Nat. Bur. Standards, Appl. Math. Ser. 29, 95—99 (1953). 


> paper starts with a discussion of some basie problems in perturbation theory with 
RE the theory of the vibrating string, the Stark effect, and the ee 
oseillator. Theorems of F. Rellich, B. Sz.-Nagy, and E. Heinz are treated, see in par ion e 
E. Heinz, this Zbl. 48,326. In the paper of Heinz, the following theorem plays an se 
part: Let D be a linear set in Hilbert space, A an essentially selfadjoint De in ” an = 
an Hermitian operator in D; further let 0 = (u, A u) and (Qu,Qu)< (Au, Au) for a 2 ee \ 
Then |(w,Qw)| < (u, Au) for all veD. — For this theorem a new proof is Tr urt e. 
it is shown by an example, that this theorem is no longer true if the assumption 23 ea y 
selfadjoint in D“ is replaced by the weaker assumption „A is Hermitian in D“. B. $z.-Nagy. 


Mitrinovitch, Dragoslav $.: Sur une öquation fonetionnelle. C. r. Acad. Sci., 
Paris 237, 550—551 (1953). 

L’&quation fonctionnelle f (u) f(v) = f(u) + f”(v), ou metn designent des 
nombres naturels, a la solution unique f(w) = 0. Cette proposition est demontree, . 
en cherchant la solution commune de deux &quations aux derivees partielles aux- 
quelles satisfont respeetivement 
2=fX+Y)+g(X-—-TY) et 2==F(X+ YJG(X—Y), oa X=X(r), Y=Yly). 

M. Hukuhara. 

Praktische Analysis: 


e Walther, Alwin (herausgegeben von): Naturforschung und Medizin in 
Deutschland 1939—1946. Für Deutschland bestimmte Ausgabe der FIAT Review of 
German Seience. Bd. 3: Angewandte Mathematik. Teil I. Weinheim/Bergstraße: 
Verlag Chemie GmbH. 1953. 307 S. DM 20,—. 

Inhalt: I.L.Collatz: Graphische und numerische Verfahren. 11. E. Ullrich: Praxis 
der konformen Abbildung. III. A. Walther und A.-W.Kron: Nomographie und Rechen- 
schieber. IV. A. Walther und H.-J.Dreyer: Mathematische Maschinen und Instrumente, 
Instrumentelle Verfahren. V. A.Walther und H.Unger: Mathematische Zahlentafeln. 
Numerische Untersuchungen spezieller Funktionen. VI. G.Schulz: Wahrscheinlichkeits- 
rechnung und mathematische Statistik. VII. W.Lorey: Versicherungs-, Wirtschafts- und 
Finanzmathematik. VIII. M. P. Geppert: Anwendung der Mathematik auf Biologie, Medizin 
und Bevölkerungswissenschaft. IX. H.Rohrbach: Mathematische und maschinelle Methoden 
beim Chiffrieren und Dechiffrieren. X. F. Rehbock: Darstellende und konstruktive Geometrie. 
XI. G.Lyra: Vektor- und Tensorrechnung. XII. R.Hosemann: Verfolgungskurven. 

Dwyer, Paul S.: Errors of matrix computations. Nat. Bur. Standards, Appl. 
Math. Ser. 29, 49—58 (1953). 

Verf. betont, wie wichtig es ist, bei numerischen Rechungen folgende zwei Fehler 
zu unterscheiden: 1. Fehler der Rechnung, Abrundungsfehler und ihre Fortpflan- 
zung während der Rechnung, 2. Fehler in den Ausgangsdaten, deren Größe man 
nicht kennt, von denen aber Schranken für die Beträge bekannt sind. Diese haben 
natürlich auch ihre Fortpflanzung bei der Rechnung. Die zweite Art wird am Bei- 
spiel des linearen Gleichungssystems A x = f erläutert. Es wird an dessen Stelle 
ein Gleichungssystem [A + &(A)] [x + e(x)] = f+ e(f) gelöst, wobei e(2) den 
Fehler 2. Art bei einer Größe 2 bedeutet. In’ erster Näherung wird e(x) = 
At[e(f) —e(A) x] und e(x) kann näherungsweise abgeschätzt werden. Auch ge- 
nauere Formeln für e(x) werden angegeben. L. Collatz. 


Langefors, B.: Ill-conditioned matrices. Svenska Aeroplan A.B., Techn. 
Notes 1953, Nr. 22, 18 p. (1953). 

Bei einem linearen Gleichungssystem Wr — n liegt meist eine mit Fehlern behaftete Ko- 
effizientenmatrix Amt A=-A+% (F= (fir) für die numerische Auswertung vor. Der Ein- 
fluß dieser Fehler wird untersucht mit dem Bestreben, einfache Schranken mit einem Mittelwert 
der f;, anzugeben gerade auch für den Fall, daß r — det X (A ist dabei so normiert anzunehmen, 

N 
daß SZ da=lfürk=1,?, 
i=1 
nalen Fall werden die Zusammenhänge geome 
„theoretischer Definitionen‘: 


..„, 2) gegenüber 1 kleine Werte annimmt. Am zweidimensio- 


trisch interpretiert. In Erweiterung bekannter 
werden mit ö<{ 1 eingeführt: numerische lineare Unabhängigkeit, 
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numerischer Rang einer Matrix, numerischer durch A und ö festgelegter Unterraum R, mit Ein- 
” Lv r * * [N 

heitsvektoren e; derart, daß Ye; = ö, ferner Vektoren, die in dem durch 4 festgelegten Raume 

liegen. Für den Fehlerbetrag von |r| werden zwei Abschätzungen angegeben. Die erste bezieht 

sich auf den Fall, daß y zu dem durch I festgelegten Raum gehört, die zweite (nur wenn r<< 1), 

daß y zu R, gehört, also numerisch orthogonal zu Y ist. Hierbei wird dem rechnerisch ungünstig- 

sten Fall Rechnung getragen. Der Unterraum R, kann mittels der Gramschen Matrix be- 


stimmt werden. — Die Invertierung von Matrizen mit kleiner Determinante läuft praktisch 
darauf hinaus, eine geeignete Matrix mit dem numerischen Rang m < n zu bestimmen. — Das 


Beispiel des einseitig eingespannten Balkens, Anwendungen auf die Analysis elastischer Struk- 
turen und auf Analog-Computer zeigen die Verhältnisse von der Praxis her. Dabei liegen dort 
oft bei r<< 1 Matrizenprodukte vor, bei denen ein Faktor für das Kleinwerden verantwortlich 
ist. Durch geeignete Aufspaltung kann man zu günstigeren Ergebnissen gelangen. H. Unger. 


Langefors, B.: Exaet reduction and solution by parts of equation for elastie 
struetures. Svenska Aeroplan A. B., Techn. Notes 1953, Nr. 24, 9 p. (1953). 

Die Behandlung elastischer Strukturen (einfache Balken, Flugzeugflügel, Schalen usw.) 
erfordert je nach den Unbekannten (Verschiebungen, statisch unbestimmte Kräfte) verschiedene 
Vorgehensweisen. Dabei treten Matrizen — insbesondere Steifigkeitsmatrizen — auf, die oft 
nahezu singulär werden. Vor- und Nachteile der einzelnen Vorgehen werden angegeben zu- 
sammen mit der Möglichkeit der Invertierung der auftretenden Matrizen (vgl. Verf., dies. Zbl. 
46, 174). Zur Durchführung der Invertierung des Gesamtsystems wird eine Methode mit genauer 
theoretischer Begründung in Vorschlag gebracht, die in einer Aufteilung in Teilsysteme besteht; 
vgl. hierzu G. Korn, dies. Zbl. 51, 194. Der Vorteil der Invertierung kleinerer Systeme an Stelle 
des großen bringt wesentliche Ersparnis im Rechenaufwand. Über die zweckmäßige Unter- 
teilung werden genauere Angaben gemacht. Dabei wird auf die frühere Arbeit des Verf., Svenska 
Aeroplan A. B., Techn. Notes Nr. 3 (1951) eingegangen. Zum Abschluß werden am Gauß-Jordan- 

'erfahren einige bekannte Punkte — wie die Produktdarstellung einer Kehrmatrix und die Auf- 
lösung eines linearen Gleichungssystems mit und ohne explizite Berechnung der Kehrmatrix — 
besprochen. H. Unger. 


Davidenko, D. F.: Über die angenäherte Lösung von Systemen nichtlinearer 
Gleichungen. Ukrain. mat. Zurn. 5, 196—206 (1953) [Russisch]. 


Es handelt sich um die approximative Lösung eines Gleichungssystems von der Form 
(A), 2,-..-,,)=0 (k=1,2,...n%) bzw. der durch einen Parameter A verallgemeinerten 
Form (2) (2, 2» --,2,4)=0 (k=1,2,...n), wobei die F, bzw. f; beliebige algebraische 
oder transzendente Funktionen sind. Nach einer Kritik der zur Lösung von Systemen der Form 
(1) vorhandenen Methoden entwickelt der Verf. sogleich ein Verfahren zur Lösung von Systemen 
der Form (2), welches die Methode von Adams-Störmer zur numerischen Integration von 
gewöhnlichen Differentialgleichungen benutzt. Seine Voraussetzungen sind dabei: 1. Alle 
Funktionen fi, fa>---,/„ sind in einem (n + 1)-dimensionalen Bereich @ des Veränderlichen- 
komplexes (2, 23, ..-, 2„,4) definiert, stetig und partiell nach jeder Veränderlichen stetig 


> P = . > . . er fi) 
differenzierbar. 2. Für einen bestimmten Parameterwert A=4, sei eine Lösung = x”, 


= %",...,2, = 2%, bekannt. Der Punkt (9 2, A) liege in G, 3. Die 


Funktionaldeterminante D(fy, fs - - -» In) D(£1 £2, - - »» Zn) sei im Punkte (2,9, Ban u Ag) 
von Null verschieden. — An Hand von zwei Zahlenbeispielen zeigt der Verf. schließlich die 
Zweckmäßigkeit seiner Methode. Eine weitere Arbeit, welche die Konvergenzgeschwindigkeit 


des Verfahrens behandeln soll, wird in Aussicht gestellt. K. Bögel. 

Karpilovskaja, E. B.: Über die Konvergenz der Interpolationsmethode für ge- 
wöhnliche Differentialgleiehungen. Uspechi mat. Nauk 8, Nr. 3(55), 111—118 
(1953) [Russisch]. | 

Es handelt sich um ein Beispiel der Anwendung der Interpolationsmethode von Kantoro- 
vi£ (dies. Zbl. 9, 355, vgl. auch dies. Zbl. 39, 127). Sie dient zur Näherungslösung von Randwert- 
aufgaben aus dem Gebiet der Differentialgleichungen und ist verwandt mit der Methode von 
Galerkin und der Netzmethode. Hier wird die Differentialgleichung 


Ara” — WETTER" - my 


betrachtet mit den Randbedingungen x = dz/dt = = d"z/dt”"—=0 beit=a,t=b. Gesucht 


n 
wird eine Näherungslösung der Form =’ (f) = (t — a)” (b — t)” i = c, ', wobei die Parameter 
a En der Forderung bestimmt werden sollen, daß die Gleichung für die Werte 
I. ....t, aus dem Intervall (a, b) erfüllt sein soll. Das zur Interpolation dienende Polynom wird 
also neben Randwerten durch Werte eines Differentialoperators bestimmt. Diese Forderung 
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führt auf ein algebraisches lineares Gleichungssystem: 


ul m 2 k il o AR n a m (b 1)” E03 c gi) ur y(t ) 

m ” Er 7 ER es a er ; 
7; (= a)” (b- 1) = Ct 2 == A) pm (ta) Zi AR ; 
=1,...,n). Im Sinne der Interpolationsmethode werden beide, die Gleichung und das 


Näherungssystem, als Operatorengleichungen in gewissen linearen, normierten Räumen aufge- 
faßt: Ge —-ATx=y bzw. Q&-AT&=Y. Dabei bedeuten die Operatoren: Gx = 


; 2 Vrarz: N = . . E 
Ge , Mb 53 PD, ar ER di=yOp!3 Ti=yTyptz, und / ist in diesem 
ae s=1 dba 


Beispiel =1. Diese Gleichungen haben die Form der allgemeinen Theorie. Folgende Räume 
werden hier eingeführt: Der Raum X der in [a, b] 2m mal stetig differenzierbaren Funktionen x 
mit den geforderten Randwerten; sein Unterraum X’ der Polynome 2, der Raum Y der in 
[a,b] stetigen Funktionen y; sein Unterraum Y’ der Polynome y’ vom höchstens (n — l)-ten 
Grad; der n-dimensionale Raum X der Elemente &(c,, - - +, En); der zu X’ linear isomorph ist; 
endlich der n-dimensionale Raum Y der Elemente Z(y(t}), - - -, 4(t„))- Y ist isomorph zu F”. 
Als Normen werden genommen: 


2m | 16 
Ielie= I max || ‚1lzlle= Il2lle, Iyilr = max IvO), IA max Iyle). 
k=0asti<b| t i 

Wie in der allgemeinen Theorie führen die verschiedenen Operatoren die einzelnen Räume in- 
einander über, und zwar: der Operator G den Raum X in Y und zugleich X’ in Y’, der Operator 
T den Raum X in Y, die Operatoren @ und T den Raum X in Y, endlich die einer besonderen 
Definition nicht weiter bedürfenden Operatoren 9, und y, den Raum X’in X bzw. KR Y d. h. 
&=9% bzw. Y=y,y. y ist eine Erweiterung des Operators y, vom Definitionsbereich Y’ 
auf den Gesamtraum Y und bildet ihn ebenfalls auf Yab: 7=yy. Bei diesen Festsetzungen 
gehen die beiden Operatorengleichungen in der Tat in die Gleichungen der gestellten Aufgabe über. 
— Es werden die wichtigsten Sätze von Kantorovit aus der allgemeinen Theorie über den 
Zusammenhang dieser beiden Operatorengleichungen angegeben, die die Lösbarkeit der zweiten 
und die Konvergenz der dadurch gewonnenen Näherungslösungen der ersten zu ihrer genauen 
Lösung betreffen. Ferner wird im einzelnen gezeigt, daß die näheren Forderungen, die an die 
Räume und die Operatoren in der Theorie gestellt werden (wie Vollständigkeit von X und Y, 
Umkehrbarkeit, Beschränktheit einzelner Operatoren), im Falle obiger Festsetzungen beim Bei- 
spiel erfüllt sind, so daß die Durchführbarkeit und die Konvergenz des Verfahrens gewährleistet 
sind. Es handelt sich hier um ein instruktives Beispiel, das das Wesen der Methode von Kanto- 
rovid gut illustriert. — In einem Anhang wird erwähnt, daß 1937 die Interpolationsmethode 
von amerikanischen Mathematikern erneut vorgelegt wurde unter der Bezeichnung der An- 
ordnungsmethode (Frazer, Duncan, Collar, dies. Zbl. 21, 228; Frazer, Jones, Skan, 
dies. Zbl. 19, 132). Eine dort aufgestellte Behauptung über die Äquivalenz dieser Methode mit 
der von Galerkin wird durch Angabe eines Gegenbeispiels als unzutreffend erklärt. In diesem 
Beispiel konvergiert die neue Methode nicht im Gegensatz zur Galerkinschen. E. Svenson. 


Collatz, L.: Deötermination numerique de solutions p£riodiques dans le cas 
d’oseillations non lineaires. Actes Colloque Internat. Vibrations non lineaires 195 — 
205 u. Discussion 206 (1953) [franz. u. deutsch]. 

Bericht über eine an anderer Stelle ausführlich dargestellte Arbeit (dies. Zbl. 
46, 344). W. Haacke. 

Arneodo, Carlo: Un sistema per la risoluzione numerica di equazioni differen- 
ziali lineari e non lineari. Atti Accad. Sci. Torino, Cl. Sci. fis. mat. natur. 87, 245 — 260 
(1953). 

In Analogie zu einem elektrischen Kreis wird ein ‚‚numerischer‘“ Kreis aus 
verschiedenen Operatoren mit dem Eingang x(t) und dem Ausgang y(t) (t unab- 
hängige Variable) aufgebaut. Ein Operator kann dabei eine der folgenden Grund- 
aufgaben ausführen: Addition, Multiplikation mit einer Kontanten y=Mx, Inte- 
gration y= T- ij x dt (T Konstante), Differentiation y = Tdx/dt, Lösung der 
Differentialgleichung y+ Tdy/dt= x. Damit kann dann z.B. die Differen- 
tialgleichung s= T, T, d?y/dt? + T,dy/dt + M y gelöst werden, indem man 
setzt: s-My=y=%y+ T,dyyjd, y= 723 y: Yydt. Zur Bestimmung der 
Lösung eines gegebenen Anfangswertproblems wird der t-Bereich in Intervalle At 
aufgeteilt, die Differentialgleichung schrittweise unter vereinfachten Annahmen 
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integriert und dabei der numerische Kreis entsprechend der Anzahl der Intervalle 
At mehrmals durchlaufen. Die Differentialgleichung 30 = 45 y + dyjdt + 
0,20 d?y/dt? wird als Beispiel mit Jt = 0,05 durchgerechnet. Die numerische In- 
tegration wird mit der einfachen Formel %,,, = (4t/2T) (x, + %,41) durchgeführt, 
obige Differentialgleichung 1. Ordnung bei konstantem x als Eingang schrittweise 
exakt integriert. Für kompliziertere Probleme müssen unter Umständen weitere 
Operatoren verwendet werden. H. Unger. 

Vietoris, L.: Der Richtungsfehler einer durch das Adamssche Interpolations- 
verfahren gewonnenen Näherungslösung einer Gleichung y’= f(x, y). Öster- 
reich. Akad. Wiss., math.-naturw. Kl., S.-Ber., II a 162, 157— 167 (1953). 

Die mit dem Adamsschen Interpolationsverfahren (Schrittweite h, Grad r) 
durchgeführte numerische Integration von y’=f(x,y) setzt eine Näherungs- 
lösung (x) aus Polynomen n,(x) zusammen, so daß (2) = n„(2) für 1 SS %, 
ist und diese Polynome an den Stellen x, mit stetiger Ableitung aneinander schließen. 
Für den „Richtungsfehler“ q, (x) = f(x, n(x)) — (x) in (%,_1, %,) werden folgende 
strengen, auch die Abrundungsfehler berücksichtigenden Abschätzungsformeln her- 
geleitet: 

lgu(a)l <Kit2F ses +0 Gy ı toLhH,,. j=b2..„rol, 

mit 
a+'q(®)| 

In-iSre<Sm datt | 
-wo L die Lipschitzkonstante bedeutet, während die u,, G,,, H,; universelle, tabel- 
lierte Konstanten und o bzw. o (verhältnismäßig leicht berechenbare) Schranken 
für die Richtungsfehler bzw. ‚„‚Anschlußfehler‘ nn (&) — Nn-ı (%,) an den Stütz- 
stellen sind. — Anwendungen sollen später gebracht werden. J. Weissinger. 

Vietoris, L.: Der Riehtungsfehler einer durch das Adamssche Interpolations- 
verfahren gewonnenen Näherungslösung eines Systems von Gleichungen yr = 
Sr (x; Yı: Ya» -- Ym)- Österreich. Akad. Wiss., math.-naturw. Kl., S.-Ber., Ila 162, 
293—299 (1953). 

Die vorstehend referierte Abschätzungsmethode wird auf Systeme gewöhnlicher 
Differentialgleiehungen erster Ordnung und auf Differentialgleichungen höherer 
Ordnung verallgemeinert. J. Weissinger. 

e Simultaneous linear equations and the determination of eigenvalues. (Nat. 
Bur. of Standards Appl. Math. Ser. 29.) Washington: Goverment Printing Office 
1953. 126 p., 10 fig. $ 1,50. 

Die Arbeiten werden in dies. Zbl. einzeln angezeigt. 

Weinstein, Alexander: Variational methods for the approximation and exact 
computation of eigenvalues. Nat. Bur. Standards, Appl. Math. Ser. 29, 83—88 (1953). 

Bericht über die Rayleigh-Ritzschen und vom Verf. eingeführten approximie- 
renden Variationsprobleme („Zwischen-Probleme“) sowie die zugehörigen Fehler- 
abschätzungen von Weinberger (dies. Zbl. 47, 142). H. Wielandt. 


Fichera, Gaetano: On general computation methods for eigenvalues and eigen- 
funetions. Nat. Bur. Standards, Appl. Math. Ser. 29, 79—82 (1953). 

Verf. berichtet über Erfahrungen (a) mit der Methode der kleinsten Quadrate, 
bei welcher ein (nicht notwendig selbstadjungiertes) Eigenwertproblem im Hilbert- 
raum, Mu+ANu=(, durch einen linearen Ansatz für u auf das endlich-dimen- 
sionale Minimumproblem ||M w-+AN ul? = min näherungsweise ‚zurückgeführt 
wird, (b) mit der Approximationsmethode von Cauchy-Lipschitz für Eigenwert- 
aufgaben bei gewöhnlichen Differentialgleichungen. BL; Wielandt. 

Gordon, A. N. and E. H. Sondheimer: The evaluation of the surface impedance 
in the theory of the anomalous skin effeet in metals. Appl. sci. Research, B 3, 297— 304 


(1953). 


Be max 


n.i+1l $) 
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2 f du 
Auswertung durch Residuenrechnung des Integrals J, -/ 12 Ge) 
ö 


mit G(u) = 2 u {(u? + 1) are etg u— u). @. Doetsch. 
Gagua, M. E.: Zur Berechnung der Werte einer Besselschen Funktion erster 
Art. Soobsdenija Akad. Nauk Gruzinskoj SSR 14, 455—458 (1953) [Russisch ]. 
Verf. zeigt, wie man durch Verwendung von Quadraturformeln (insbesondere 
der Simpsonschen Formel) die Werte der Besselfunktionen erster Art mit beliebiger 
Genauigkeit aus der Integraldarstellung von Schläfli und Sonine finden kann. 
K. Prachar. 
Salzer, H. E.: Asymptotie formulas for the Hermite polynomials. Math. Tables 
Aids Comput. ?, 210—211 (1953). 
Für die asymptotischen Formeln 
exp (— 322) H,(x)/A, = A(x) cos (NU2xz — Inn) + B(x) N -V?sin (N? x — Inn) 
mit H,(&) = (--1)*exp (a?) (d/dx)" exp(— 2?), N=2n+1, A. = (4m — 1A) na 
(2 m)!/m!, 


4 
Ad)= 3 Ay) N +00), Bio) = 8 B,(2) N +0(n>) 
v=0) nn) 


werden A,(x) und B,(x) bei geradem und ungeradem n für » = 0(1)4 angegeben. 
Diese Ergebnisse wurden nach der Methode von Liouville-Steklovin 9 Iterations- 
schritten hergeleitet. H. Unger. 

Goodell, John D.: Note on decision element systems using various practical 
techniques. J. comput. Systems 1, 196—199 (1953). 

The author points out that the reduction to a single kind of machine element 
cannot be accomplished with certain techniques (e. g. magnetie decision elements) 
because of the delay involved. J.C. Shepherdson. 

Goodell, John D.: The foundations of computing machinery. Part II. J. 
comput. Systems 1, 86—110 (1953). 

Zusätzliche theoretische und praktische Bemerkungen zu dem im ersten Teil 
[J. comput. Systems 1, 1—13 (1952)] entwickelten „Lesniewskischen‘‘ Bezeich- 
nungssystem (inzwischen auch in einigen anderen Arbeiten verwendet) und ver- 
schiedene Ratschläge über seine vorteilhafteste Verwendung beim Entwurf von 
Maschinen und Programmen. Es wird auch bemerkt, daß der E. E.-Kalkül (E.E. = 
Entscheidungs-Element) stärker sei als der beschränkte logische Satzkalkül (ohne 
Quantifikatoren), da im ersteren die Konstanten (0 und/oder 1) für Argument- 
und Funktionswerte gewöhnlich „eo ipso‘“ zur Verfügung stehen: 0 = stromlos — 
Öffnung (Abschneiden) eines Stromkreises; 1 —= Folge von Stromstößen — direkte 
Verbindung (Anschluß) an die synchronisierende Oszillatoruhr. Dies gibt größere- 
Möglichkeiten für funktional vollständige Systeme von E.E. Eine detaillierte 
„logische“ Tabelle enthält 4 Gruppen von je 20 Definitionen von Funktoren. Siehe: 
auch folgendes Referat. D. Tamari. 

Martin, Norman M.: On completeness of deeison element sets. J. comput. 
Systems 1, 150—154 (1953). 

Zusätzliche Präzisierungen im Sinne der Arbeiten von Goodell (vgl. vorherge- 
hend. Referat) und Lode [ibid. 1, 14—22 (1952)]. Es werden 4 Standardmengen — 
Untermengen der Menge der 20 ein- und zweistelligen Funktoren — so angegeben, 
daß der Satz gilt: Eine Menge von E. E. ist dann und nur dann (funktional) voll- 
ständig, wenn sie in keiner der 4 Standardmengen als Untermenge enthalten ist. 
Eine Tabelle expliziert 14 minimale vollständige Systeme: 6 einzelne Funktoren, 
8 Paare. D. Tamari. 

Piloty, Robert: Ein neues Multiplikationsverfahren für Dualzahlen. Z. angew. 
Math. Mech. 33, 429—430 (1953). 


Verf. schlägt ein neues Verfahren für die vorzeichenrichtige Multiplikation von 
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Dualzahlen vor, das sich technisch leichter verwirklichen läßt als die bisher bekannten 
Verfahren von Burks, Goldstine und v. Neumann bzw. von Booth. Er beweist, 
daß das Rekursionsverfahren 


(a) p=0, (b) Rı=3latzy)ik=N, N-1...1 ()p=p+tilseny—i)e 
das Produkt p dann vorzeichenrichtig ergibt, wenn 1. x mod 2, ymod 2, p, mod 4 
genommen wird, 2.—1<x, y<l, 3. die Multiplikation mit 1/2 in (b) nach der 
Regei 
a2ıtl=a2-1 füra>0 bzw. =4— a2 füra<(I, a=p +xy 
durchgeführt wird. — Die Darstellung von p, mod 4 ist notwendig und bedeutet 
technisch lediglich eine zusätzliche 21-Stelle ohne Additions- oder Übertragungs- 
einrichtung. Ein Beispiel mit allen Vorzeichenkombinationen erläutert das Verfahren. 
W. Breitling. 


e Küstner, H.: Fünfstellige Logarithmen der natürlichen Zahlen und der 
Winkelfunktionen bei dezimalgeteiltem Altgrad. 3., überarb. Aufl. Berlin: Verlag 
Volk und Wissen 1953. VI, 157 S., geb. 4,— DM. 

Hirvonen, H. A.: Nutshell tables of mathematical functions for interpolation 
with caleulating machines. — Tables for the computation of long geodetie lines. Bull. 
geodesique Nr. 30, 369—392 (1953). 

Es wird auf die bekannte Tatsache eingegangen, daß sich die Taylorreihe zu 
Interpolationszweeken gerade auch bei Verwendung von Rechenmaschinen sehr 
gut eignet. Man kann dabei hochgradige Polynome zur Interpolation verwenden, 
was weitabständige Tafeln zuläßt. Die praktische Auswertung erfolgt nach dem 
Hornerschema. Tabelliert werden dabei neben den Funktionswerten f, die Werte 
ar fon! = a) an den Stellen x,. Verschiedene Möglichkeiten zur Berechnung 
dieser Koeffizienten werden angegeben. Beispiele: Tafel der Logarithmen und 
Antilogarithmen, sin und arctg. Die Vorteile der Taylorreihe werden besonders 
bei der Berechnung langer geodätischer Bögen nach Levallois-Dupuy gezeigt. 

H. Unger. 


Wahrscheinlichkeitsreehnung und Anwendungen. 


e Neumann, J. v. and 0. Morgenstern: Theory of games and economie 
behavior. 3rded. Princeton: University Press 1953. XX, 644 p. $10,00. 

Beim Vergleich mit der Entwicklung der Physik müssen aus mathematischer Sicht die 
Methoden, deren sich die Wirtschaftswissenschaft bisher im wesentlichen bedient, als vornewto- 
nisch, d.h. als messend und vergleichend angesehen werden, sofern sie.nicht rein spekulativen 
Charakters sind und sich damit einer mathematischen Betrachtung überhaupt entziehen. Mit 
dem der Besprechung in 3. Auflage (1. Aufl. 1943, 2. Aufl. 1947) vorliegenden Buch ist das 
erste Mal ein umfassender und, wie wohl die Entwicklung seit dem ersten Erscheinen lehrt, ge- 
lungener Versuch unternommen worden, die Theorie der Wirtschaftsvorgänge auf eine axio- 
matische Grundlage zu stellen, von der aus ein gesichertes Fortschreiten mit mathe- 
matischen Methoden möglich ist. Daß das Werk keine Anleitung sein will, mit der alle 
leicht zu formulierenden, aber im Kern komplizierten Probleme, besonders solche über 
Massenerscheinungen, rezeptmäßig gelöst werden können, wird von den Verff . selbst klar her- 
vorgehoben: „It is necessary to begin with those problems which are described clearly, even if 
they should not be as important from any other point of view. It should be added, moreover, 
that a treatment of these manageable problems may lead to results which are already fairly 
well known, but the exact proof may nevertheless be lacking. Before they have been given 
the respective theory simply does not exist as a scientific theory.“ Dementsprechend wendet 
sich das Buch den Wirtschaftsvorgängen unter wenigen T eilnehmern zu, die in dem Begriff 
„Spiel“ ihre prägnante mathematische Definition erhalten. Ein Spiel ( game) I’ besteht aus einer 
endlichen Menge / von Spielern 1,...,n (n-Spiel), denen Mengen von Strategien 7; — a 08 
i—=1,...,n, zugeordnet sind, und für die außerdem reelle Funktionen H,t = es n auf den 
n-Tupeln (T,, . - -, 7„) erklärt sind. Die Zahlen r, bezeichnen hierbei die verschiedenen Enntschei- 
dungen, die der Spieler iin I treffen kann, H,(t,,.. .,7,) den Gewinn für ö, wenn die Spieler 
1,...,n bzw. die Strategien T,,.. ., 7 gewählt hatten, d.h. die durch (T,, . . ., 7n) bestimmte 
Partie (play) gespielt wurde. Im allgemeinen liegt ein Spiel, z. B. ein kompliziertes Karten- 
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s . er: : 5 Pe we ine Spichteomeae 
spiel, nicht in einer so einfachen Form vor, jedoch läßt sich jedes allgemeine h te 
ne form) — auch ein solches mit Zufallseinflüssen —, ohne die Chancen der Spieler zu 


n « 
ändern, auf die obige Normalform bringen. Gilt = H,;=0, so wird I’ Nullsummenspiel 
I ö 
(n,0-Spiel) genannt. — Das Fundament der ganzen Theorie bilden die 2,0.öpiele. gilt Ei: 
Hauptsatz, nach dem jedes 2,0-Spiel einen Wert v, für den Spieler 1 besitzt, derart, da 
es 1 bei genügend hoher Partienzahl möglich ist, die Häufigkeiten, mit denen er die Se 
7, wählt, so einzurichten, daß erim Mittel pro Partie den Gewinn v, beliebig genau erzwingen kann 
und für v, = —v, und Spieler 2 Entsprechendes gilt. Dabei wird angenommen, daß die Stra- 
tegienwahl der Spieler 1, 2 unabhängig voneinander geschehen kann. Der Beweis für diesen 
Satz wird mit dem folgenden Lemma geführt: Zu jeder abgeschlossenen konvexen Punktmenge 
kin einem euklidischen Raum endlicher Dimension und zu jedem Punkt P & kexistiert eine Hyper- 
ebene, die P und k trennt. Als Beispiele für 2,0-Spiele werden vereinfachte Pokerspiele behandelt, 
die ja auch Modelle für einfachste Wirtschaftsprozesse darstellen. Als bemerkenswertes Resul- 
tat ergibt sich hier eine Rechtfertigung des Bluffens, d. h. des Bietens ohne ausreichende Siche- 
rung in den eigenen Karten. So erfährt ein Phänomen mathematische Erklärung, das bisher 
bestenfalls vom psychologischen Standpunkt aus plausibel gewesen ist.— Nach einer propädeuti- 
schen Analyse der 3,0-Spiele werden dann, n,0-Spiele, n > 2, untersucht. Hierbei stellen sich 
Schwierigkeiten ein, die man nach der glatten Behandlung der 2,0-Spiele nicht erwartet hätte. 
Sie beruhen im wesentlichen auf zwei Gründen: Erstens hat die dem Hauptsatz über 2,0-Spiele 
analoge Stabilitätsaussage für allgemeine n,0-Spiele nicht so starke spieltheoretische Konsequen- 
zen, wie im Fallen = 2. Zweitens ergeben sich für n > 2 Möglichkeiten zu Koalitionsbildungen, bei 
denen Teilmengen der Spielermenge ihre Interessen zusammenlegen und ‚gewissermaßen als 
ein Spieler mit vergrößerter Strategiemenge operieren. Solche Koalitionsbildungen sind zwar 
bei den meisten Gesellschaftsspielen verboten, doch haben sie ersichtlich im Wirtschaftsleben 
sroße Bedeutung. Dem allgemeinen Anliegen des Buches entsprechend behandeln Verff. aus- 
schließlich Spiele 7, bei denen Koalitionsbildungen zugelassen sind. Zur Beurteilung des Vor- 
teils von Koalitionen wird auf die 2,0-Theorie zurückgegriffen: Denkt man sich die Spieler- 
menge I in zwei disjunkte Teilmengen 8, — 8 zerlegt und das Spiel mit den Koalitionen 8, — 5 
geführt, so kann es als 2,0-Spiel aufgefaßt werden. Der hierzu gehörige Wert v(8) für Sim Sinne 
der 2,0-Theorie definiert dann eine reelle Funktion » auf den Teilmengen SCI, die charak- 
teristische Funktion von !'". Für sie gilt 
vıSUv T)>v($S)+V(T), SNAT=P; v(-S) = —v(8); v(B) =0. 
Umgekehrt gehört zu jeder derartigen Funktion ein Spiel, das sie als charakteristische Funktion 
liefert. Die weitere Theorie abstrahiert nun von dem vorliegenden Spiel /’ die charakteristische 
Funktion und stützt sich für die folgenden Begriffsbildungen und Ergebnisse nur auf sie. Spiele, 
bei denen 
(*) v(SUT)=v(8) + v(T) für all ST mt SAT=P® 
gilt, heißen unwesentlich (inessential). Sie stellen den trivialen Fall dar und lassen sich mit 
der 2,0-Theorie vollständig behandeln, da jeder Spieler ? durch Eingehen von Koalitionen nicht 
mehr erreichen kann, als wenn er allein gegen die Koalition I — i der restlichen Spieler spielt 
und nach dem Hauptsatz über 2,0-Spiele verfährt. Für die Behandlung der wesentlichen (essen- 
tial) Spiele, die die wichtigere Klasse bilden, werden nun einige Definitionen gegeben, die zu einem 
Begriff führen, der, verglichen mit dem Wert bei 2,0-Spielen, einen ähnlichen aber doch weit 
schwächeren Stabilitätscharakter hat. Eine Zuteilung (Imputation) ist ein n-Tupel reeller Zahlen 
(0%) fürds 2, =0, sv 2ofi),i=l,...,n, gilt. (&,...,&,) verdrängt (dominate) 
(Br... Bo), wennen SCI, S#+®, mit Ya,<v(S), a, >Pß,iEsS, existiert. Es wärenun 
Tess 

wünschenswert, wenn die im Sinne des Verdrängens maximalen Zuteilungen als V, erallgemeinerung 
des Wertbegriffes verwendet werden könnten; allein es läßt sich zeigen, daß diese bei wesent- 
lichen Spielen nicht existieren. Statt dessen wird eine Menge V von Zuteilungen eine Lösung 
(solution) von I’ genannt, wenn V genau die Zuteilungen enthält, die durch keine Zuteilungen aus V 
verdrängt werden. — Es muß abgewartet werden, ob dieser Begriff für die künftige Entwicklung 
der Theorie die fundamentale Bedeutung behält, die ihm im Rest des Buches zugewiesen wird. 
Seine schwachen Stellen liegen im folgenden: Durch die Kenntnis der Lösungen für ein Spiel 
ist dem Spieler keine Weisung gegeben, optimal zu spielen. Ferner hat ein Spiel im allgemei- 
nen nicht nur eine Lösung. Man muß sich jedoch fragen, ob nicht unser verwöhnter Geschmack 
gegenüber der Mathematik enger verhafteten Gebieten hier die Theorie überfordert, wenn er 
zu konstruktiveren Resultaten gelangen will. Man sollte die Leistung der Spieltheorie an dieser 
Stelle besonders darin erblicken, daß sie ziemlich klar zeigt, inwieweit man überhaupt hoffen 
kann. Der Existenznachweis für Lösungen ist bisher allgemein noch nicht gelungen. Das wei- 
A Bestreben muß es daher sein, zu möglichst umfassenden Spielklassen Lösungen zu finden. 

ür 3,0-Spiele werden alle Lösungen bestimmt. Schon die 4,0-Spiele zeigen eine große Mannig- 
faltigkeit von charakteristischen Funktionen einerseits, wie auch von Lösungen zu fester charak- 
teristischer Funktion andererseits. So verbietet sich bei der Verfolgung des Zieles ein suk- 
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 zessives Aufsteigen in der Spielerzahl. Dafür werden Begriffe zur Analyse herangezogen, die die 

Aufgabe organischer zergliedern; z. B.: symmetrische Spiele (Spiele, bei denen ® gegenüber 

Permutationen der Spieler invariant ist), zerlegbare Spiele (Spiele, deren Spielermenge sich in 

zwei Teile zerlegen läßt, die unabhängig voneinander spielen), einfache Spiele (Spiele, die durch 

die Angabe der unvorteilhaften Koalitionen 8 [v($)= $ v (i)] schon bestimmt sind) usw. — 
lies 


Te» 
Während bisher ausschließlich 0-Spiele betrachtet wurden, befaßt sich der letzte Teil des Buches 
mit der Ausdehnung der Theorie auf die für die Wirtschaftswissenschaft besonders bedeut- 
"samen n-Spiele ohne Nullsummenbedingung. Bei ihnen wird der Spielermenge je nach Ausgang 
der Partie ein gewisser Geldbetrag entzogen oder zugeführt. Dieser allgemeinere Fall wird der 
0-Theorie dadurch untergeordnet, daß man diesen Betrag als Gewinn (oder Verlust) eines fik- 
tiven Spielers n + 1 (Strohmann, Dummy) betrachtet. Das hierdurch entstehende n +'1-Spiel 
ist wieder ein 0-Spiel. Die Übertragung der bisherigen Begriffsbildungen auf dieses neue Spiel 
definiert und interpretiert charakteristische Funktion, Lösung usw. für das ursprüngliche 
n-Spiel. In diesem allgemeinen Rahmen ist es nun möglich, Vergleiche mit älteren ökonomischen 
Theorien (spez. Böhm-Bawerk), die sich auf mehr oder weniger plausible Annahmen stützten, 
anzustellen. Hierbei zeigt sich, daß diese z. T. einer Korrektur bedürfen. — Das Buch bietet dem 
Mathematiker ein reiches Feld für seine Bemühungen, besonders an Problemen merkwürdigen 
kombinatorischen Charakters, deren Lösungen nicht so einfach sein dürften. Daneben fordert 
die Weiterentwicklung der Theorie von ihm in hohem Maße eine Intuition, mit der er die un- 
scharfen Phänomene der Ökonomie einfangen muß, um sie mathematischer Behandlung zugäng- 
lich zu machen. — Für gutwillige Wirtschaftswissenschaftler, die einen Zugang zu den Quellen 
ihrer Wissenschaft suchen, werden mit unendlicher Sorgfalt und großem didaktischen Geschick 
alle neuen Berriffe abgeleitet; stets geht ein Abschnitt voraus, in dem die Notwendigkeit 
ihrer Einführung klargemacht wird. Dabei tritt deutlich zutage, wie es den Verff. nicht so sehr 
darauf ankommt, den Lesenden mit der routinemäßigen Anwendung mathematischer Disziplinen 
vertraut zu machen, sondern wie vielmehr versucht wird, ihm die mathematische Denkweise 
und ihre machtvolle Stellung zu anderen Wissenschaften nahezubringenn, gemäß dem Hilbert- 
schen Bekenntnis: „Alles, was Gegenstand des wissenschaftlichen Denkens überhaupt sein kann, 
verfällt, sobald es zur Bildung einer Theorie reif ist, der axiomatischen Methode und damit un- 
mittelbar der Mathematik.“ Auch in diesem Bestreben dürfte das Werk als epochemaechend 
angesehen werden. W.Gaschütz. 
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Gumbel, E. J., J. Arthur Greenwood and David Durand: The circular normal 
distribution: theory and tables. J. Amer. statist. Assoc. 48, 131—152 (1953). 
Verff. geben Tabellen der Verteilungsfunktion und der Dichtefunktion der 
- zyklischen Normalverteilung von R.v. Mises [Phys. Z. 19, 490—500 (1918)] an 
und beschreiben die Eigenschaften dieser Verteilung sowie anderer Verteilungen auf 
dem Umfang des Kreises und die Berechnung der Tabellen. E. Walter. 
Kanellos, 8. 6.: On the „comparative frequeney“ of an event. Bull. Soc. 
math. Gröce 27, 25—64 und engl. Zusammenfassg. 65—67 (1953) [Griechisch]. 
Es seien (1) &,, 2 - - -» &; (2) Ey 6. ., €, zwei unabhängige Zufallsfolgen (ran- 
dom sequences) und (3) (e, €); (&g €); - - -» (&m e)) ihre zusammengesetzte Folge. 
Verf. betrachtet ein Ereignis A bzw. B mit konstanter Wahrscheinlichkeit p bzw. 
1—g, das x-mal in (1) bzw. y-mal in (2) erscheint. Es erscheine ferner das zu- 
sammengesetzte Ereignis z-mal in (3). Verf. erklärt nun eine Zufallsvariable: 
„= z/y, wenn y > 0, = z/k, wenn y=), die er als ,„‚comparative frequeney‘“ 
von A bezüglich B bezeichnet, und berechnet Mittelwert, Streuung usw. von ty. 
Außerdem untersucht er das asymptotische Verhalten von t,, wenn k—oo. Die 
maßtheoretische Einleitung der Arbeit und die dort zitierte Literatur steht in 
keinem Zusammenhang mit der elementaren Aufgabe, die Verf. in der Arbeit unter- 
sucht. D. A. Kappos. 
Mourier, Kdit: Fl&ments al6atoires dans un espace de Banach. Ann. Inst. Henri 
Poincare 13, 161—244 (1953). 
These dedicated to the general theory of the random variable X with values 
in a Banach space X. It is assumed that, for every bounded linear functional f, f(X) 
is a numerical random variable. Hence the expeetation E(X) is defined through 
f(E(X)) = E(f(X)) (Chap. I). The law of large numbers in the sense of the weak 
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or strong convergence is discussed in Chap. II, and the characteristic function of 
X is naturally defined through p(f) = E (exp(ü {(X)))- In the latter connection, 
an extension is given of the Bochner’s characterization of the positive definite 
function (Chap. III). X is called Laplacian if, for every f, the numerical random 
variable (X) is Laplacian (Gaussian). The theorem 5 gives one form of the cen- 
tral limit theorem for the case where X is a separable Hilbert space. K. Yosida. 

Fortet, R. et E. Mourier: Convergence de la r£partition theoretique. Ann. 
Sci. Ecole norm. Sup., III. Ser. 70, 267—285 (1953). 

Let X, X,,... be a sequence of random variables with values in an abstract 
space X and with the same „distribution function“ P (e), where e denotes the ‚‚Borel 
set“ of X. Denoting by @(e, x) the defining function of e [viz. p(e,x) = 1 or 0 
according as x€e or xde], the authors discusses the limit theorem: P,„(e) = 


n B3 p(e,X) > Ple) of Glivenko-Cantelli’s type. The proof is reduced to the 
je 


„law of large numbers“ (Cf. the preceding review) for the sequence of random 
variables with values in the Banach space which is spanned by set functions of 
the form Sa,p(e, %,),x,;,EX. K. Yosida. 


j 

Mulholland, H.P.: An inequality related to the central limit theorem on pro- 
babilities. J. London math. Soc. 28, 360—369 (1953). 

A distribution function (d.f.) is called unimodal if it is the integral of a density 
which is monotone on each side of the mode. Ad.f. F(x) with mean zero and variance 


oo 
s? is called subnormal if i exp (ux)dF(x) Sexp (s’u?/2) for all real u. The 


author proves in Theorem 2 the following result. Let {x,} be independent random 

variables whose d. f.’s are symmetrical, unimodal and subnormal with variances {s/?}. 
N 

Then the d.f. F(x) of 3 x, 


;‚ Is more peaked about zero than the normal d. f. 
i= 


®(x/o,) with mean zero and variance o,, viz. F(x2)Z ®(x/o,) for > 0, if 0? > 6s,°/n, 
94 (a — 341) u* for n=1,2,...andalso if (o,/8,”%=>1+ Rztlog( R,) 


n 
= Su ar a me =, 2 r r . 
where 8,= 3 83; and R,= {S,/max (s, ...,3,)$- K. Yosida. 


= 

Smith, Walter L.: A fjrequeney-funetion form of the central limit theorem. 
Proc. Cambridge philos. Soc. 49, 462—472 (1953). 

Verf. hat es sich zum Ziele gesetzt, Beweise für die zentralen Grenzverteilungssätze der 
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen unter geringeren Beschränkungen als bei Chin&in (dies. 
Zbl. 37, 411, 5. 166—174) und Cramer [Skand. Aktuarietidskr. 11, 13—74 (1928)] mitzuteilen. 
Wichtigere Sätze: 1. Es seien X,,X,,... unabhängige Zufallsveränderliche mit derselben Ver- 
teilungsfunktion F(x), demselben Mittelwert 0 und demselben Streuungsquadrat 1; die charak- 
teristische Funktion ®(t) von X, soll der Bedingung |®(t)| < A/|t|* für jedes reelle 25% 
A,R,x > 0 genügen. Weiter sollen die ersten r(> 2) absoluten Momente von F(x) existieren. 


Es sei „(x) die Dichtefunktion der Zufallsveränderlichen Z, = ar v X,; dann gilt 
Yazaıi, 
; N, Kur 2/9 = i Re : 
u I2]” d. (@) = De e*(0<Smx<r) gleichmäßig in x. [Es sei bemerkt, daß unter den 


erwähnten Bedingungen (2) von einem gewissen n,=n(a)anstetigund beschränkt sein wird, und 
nach an Natze von B.W. Gnedenko (dies. Zbl. 55, 366,2. Referat) folgtdie Konvergenz von dh, (%) 
unter der einzigen Bedingung, daß von eine iss > x) be änkt ist ei 
Dr N E. I a gewissen 2, > 0 an n, (X) beschränkt ist.] 2. Es seien 
vAgen Ao,... unabhängige Zufallsveränderliche mit den Verteilungsfunktionen F,(x), Mittel- 


a D) s > x 
werten 0 und Streuungsquadraten o,?. Es sei die Zufallsveränderliche Ei De > 0, 
a ni=1 je]. 
mit der Verteilungs- bzw. Dichtefunktion H,(x) und h, (x) eingeführt, ferner soll die Lindeberguche 
; - 


Sl 
Bedingung li I | > dF 
gung lim \ Er dF,()=0 (,.—>&, 9/—>0, wenn n—o0 e> 0) 
FF 


erfüllt sein. Endlich wird ‚vorausgesetzt, daß eine Teilfolge On, (t), D®n,(t),.... der Folge &,(t) 
’ 1! 


.. 


9 


DB, ,.-- der charakteristischen Funktionen von X,,.X,,... existiert, deren Glieder die Be- 
 dingung: |®.,(d)| < A/lt\* wenn ! DR, und u) S1I—-yt, wenn |< AR, für jedes 
reelle t erfüllen (R, ax, A und y sind von ? unabhängige positive Konstanten). Bedeutet n* die 
Anzahl der ®„;(t) in der Folge ®,(t),..., D„() und gilt lim (n*/s,?) > 0, so ist H„(x) von 


Nn— 00 
einem gewissen n an absolut stetig undees gilt lim D,(2)= (2 yo ER gleichmäßig in ©. — Unter 
no 
weiteren Voraussetzungen kann der Satz dahin wrweiten) werden, daß auch die Konvergenz von 
x? h„ (x) gesichert wird. Wenn man über F(x) nur annimmt, daß ihre Streuung existiert und 
daß F’(x) in einem beliebig kleinen Intervall fast überall gleich einer positiven Funktion von 
beschränkter Variation ist, so bleibt der Satz 1. gültig in der schwächeren Form, daß für fast 
alle x-Werte lim |z|” h,(2) = (2r) "lem er"? sit (<m<?). P. Medgyessy. 
n>%0 

Andersen, Erik Sparre: On the fluetuations of sums of random variables. Math. 
Scandinav. 1, 263—285 (1953). 

L’A. &tablit une serie de propositions qui aboutissent au theoreme suivant: 
Soient X,, X, X, -.. des variables al&atoires ind&pendantes avec des distributions 
identiques. Supposons qu’il existe deux constantes positives A et B(B<A) et 
que ,=-P(, =) <Ant, n=1,233,...e,,+1>Bm,+ 17? pour 
une suite de valeurs n,, 09, 2%3,.... Soit f,(x) la foncetion ayant pour valeur x si 
a est compris entre 0 et 1; z!log x quand a est egal & un, et a!sia est superieur 
A un. Soit X, l’une des variables Z,, M,„, ou N, [pour les definitions se rapporter 
ä un pröcedent travail de l’A., Skand. Aktuarietidskr. 36, 123—138 (1953)]. Alors 
il existe deux eonstantes X et K’ dependant de la distribution des variables 
X, X, X... telles que: 

Pr {K,, <m| S,,+1 = = (m+1)(n, +1D"+C(n), m- I Bee LE. 
0<C(n) <Kfhm +); Pr Kur = m |Sn,+1 — 0} = (n, 4 1)1+ D(n, m), 
— K'(n, + 1) f,(n, — m) <D(n,, m) <K’(n, + iy+,.[m), mel,2:.. 800 
Applications. A. Sade. 

Fisz, M.: The limiting distributions of sums of arbitrary independent and equally 
distributed r-point random variables. Studia math. 14, 111—123 (1953). 

Let X, (nr =1,2,...) be a sequence of random variables defined as the sum 

n 


X,.= N Y,. of n independent and equally distributed r-point random variables, 


n .—— 


k= 
Fr > 2,k=1,2,...,R). Let A, and B, = 0, be sequences of real constants; con- 


n 
sider the random variables {= >, ee — A, and their distribution functions 
k=1 ” 
F,„(z). Assume that F (z) be a non singular distribution funetion and that lim F,(2) = 


N 00 

F (z). The possible limiting functions F (z) are characterized. — The case is also briefly 
diseussed when the equally distributed diserete random variables Y,, can take on 
infinitely many values. H. Gevringer. 

Marufin, M.N.: Beweis des verallgemeinerten fundamentalen Lemmas von 
S. N. Bernstejn für die Summen von fast-unabhängigen Größen, die der Bedingung 
von Lindberg genügen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 90, 21—24 (1953) 
[Russisch ]. . De 

Verf. beweist, daß der Satz von 8. N. Bernstein (dies. Zbl. 24, 263), der eine Erweiterung 
des Ljapunoffschen Satzes auf Folgen gewisser schwach abhängiger Zufallsveränderlicher ist, 
durch eine Verallgemeinerung eine Erweiterung des Lindbergschen Satzes auf gewisse schwach- 
abhängige Zufallsveränderliche liefert. Der Satz des Verf. lautet: Es seien %, %, ..» Zufalls- 

L n 

= 3:2, Eia)=0, Bad)=d, ES) = Bu Ba = du, und bei 


i= 


veränderliche. 2 


: uf ER: N 
beliebigem Werte von Tp*»+ X; Sel E(z, 2 u x) —=4,, El(& a,) Ir. .. %ı] b; 


Gilt 5 - E 
1 ( CE [ r “\. 
a a,\1—0, —E| $ |,—5*)—0 
D4 > )| Bı i=1l 


Zentralblatt für Mathematik. 53; 
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1 5 : £ 
En Rn rarl) > 0 (m 00), wobei r„.(T) = BG, ee x? dF,(x) [F,(x) ist die a-priori 


ty Bn’ : 
Verteilungsfunktion von 2, 7 > 0 ist eine beliebig kleine Zahl], so gilt 


ae z 
Pe = ) 2 2% er #2 dt. 
VB, IT —©0 
u ng liefert auch eine Verallgemeinerung eines Resultats von O. W. - arm ar 
Rios, S.: Einige Wahrscheinlichkeitsgesetze und stochastische Prozesse, die 
sich auf einen allgemeinen Laplace-Stieltjesschen Typ reduzieren. Revista mat. Hisp.- 
Amer. 13, 112—119 (1953) [Spaxisch]. 

Questo articolo & riproduzione esatta d’ältro dal proprio A. di cui abbiamo 
giä dato notizia (questo Zbl. 52, 360). J. MT. Orts. 

Hida, Takeyuki: On some asymptotie properties of Poisson process. Nagoya 
math. J. 6, 29—36 (1953). 

Let x&,... be independent random variables with common density func- 
tion Aet#(2>0). Let S,=0+:--+2, M, = max(2,-..,%) m, 
min (%,-..%,). Then, fr n>oo, (a) P/{AM,[logn < x} —0(1) for 
x <(>)1; further, with probability one, we have (b) liminf (4 M „[log n) zii 
(ce) im sup (Am, /n!logn)<1; finally, (d) the mean and standard deviation of 
S,/M, are both of order n/log n. G. Elfving. 

Sirao, Tunekiti: On some asymptotic properties concerning homogeneous 
differential processes. Nagoya math. J. 6, 95—107 (1953). 

Let X (t) be a homogeneous differential process with X (0) = 0, var X (1) = 0. 
A positive function ®(t) is said to belong to the upper (lower) class with respect to 
X(t) if the t-set Ix(t) >ofpt B(t)) is bounded (unbounded) with probability one. 
Under certain reasonable restrietions on the distribution of X (1), it is proved that 


oo 
®(t) belongs to the upper (lower) class if and only it f t1@(t) exp (—3 D?(t)} dt 
converges (diverges). G. Elfving. 

Ryli-Nardzewski, C.: On the non-homogeneous Poisson process. I. Studia math. 
14, 124—128 (1953). 

The paper gives a complete discussion of those stochastie processes which can 
be considered as Poisson processes (ordinary or composed). The paper uses pre- 
vious investigation by A. Renyi, L. Jänossy, and J. Aczel of 1950 and 1951 
and others and follows up a general method of H. Cramer and E. Marezewski 
who consider the inerements in the homogeneous Poisson process for arbitrary 
Borel sets rather than for intervals. H. Geiringer. 

Daboni, Luciano: Aspetti di una interpretazione geometrica per le probabilitä 

di eventi equivalenti. Rivista Mat. Univ. Parma 4, 145—165 (1953). 
| Daboni, Luciano: Considerazioni geometriche sulla condizione di equivalenza 
per una classe di eventi. Giorn. Ist. Ital. Attuari 16, 58—65 (1953). 

In einer geometrischen Darstellung einer Folge von Ereignissen als Irrfahrt 
hat die Bedingung der „Äquivalenz‘ eine geometrische Bedeutung. Diese wird vom 
Verf. benutzt, um eine einhüllende Kurve einzuführen, die der Wahrscheinlichkeits- 
verteilung entspricht; es wird insbesondere die Bedeutung der Wendepunkte unter- 
sucht (im Falle von endlich vielen konzentrierten Massen oder von einfachen Dichte- 
funktionen). B. de Finetti. 

Dynkin, E. B.: Klassen von äquivalenten zufälligen Größen. Uspechi mat. 
Nauk 8, Nr. 2 (54), 125—130 (1953) [Russisch]. 


Der Begriff der äquivalenten Ereignisse wurde von B.deFinetti eingeführt [Mem. 
Accad. naz. Lincei, VI. Ser. 4, 251—300 (1931)]. Die zufälligen Ereignisse A,, A,,. 
werden äquivalent genannt, falls die Wahrscheinlichkeit P (4; A, °*- 
der Wahl der k verschiedenen natürlichen Zahlen ds da, 


A 


. ix) = Pr nicht von 
3%, abhängt (k=1,2,...)."Bide 


j 
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Finetti hat auch den allgemeineren Begriff der äquivalenten Zufallsverä lic i ü 

(dies. Zbl. 7, 355). Die Zufallsveränderlichen Pe TEL 
falls die Verteilungsfunktionen PS, <a S, en <a) = Frl, 0% - : F x) nicht 
von der „Wahl der k verschiedenen natürlichen Zahlen ij, is,...,i, abhängen (k=1,2,...) 
A.Chin£in (dies. Zbl. 48, 107) hat bewiesen, daß jede Folge {A,} von äquivalenten Ereignissen 
dargestellt werden kann als eine randomisierte Folge von unabhängigen Ereignissen, d.h. als 
eine Folge 4, = 4,(), wo 6 eine Zufallsveränderliche ist, und die Ereignisse 4, (6) für jeden 
festgehaltenen Wert 8, von 8 unabhängig voneinander sind. Analytisch bedeutet diese Tat- 

1 


..) dargestellt werden 


kann, wo F(x) eine Verteilungsfunktion ist [F(0)=0, F(1+0)=1]. Verf. verallgemeinert 
dieses ‚Resultat auf äquivalente Zufallsveränderliche, und beweist, daß die äquivalenten Ver- 
änderlichen {£„} immer in der Form £, = £,(6) dargestellt werden können, wo 6 eine Zufalls- 
veränderliche bedeutet, und die Zufallsveränderlichen &,(69) (n=1,2,...) für jeden festen 
Wert 6, von # voneinander unabhängig sind und dieselbe Verteilung haben. Analytisch bedeutet 


das, daß es eine Zufallsveränderliche # gibt derart, daß zu jedem Wert von 9 eine Verteilungs- 
funktion ®(x, #) gehört, so daß 


(1) Pelz, 2.2.5, 2) = 422,9) 0,0) --- Dex, 0)), 
wo M(n) den Erwartungswert von n bedeutet. [Bemerkung des Ref.: Es folgt daraus auch, 
1 


sache, daß die Zahlenfolge p; in der Form p; = [ x" dF(x) (k=1,2,. 
Ö 


daß es immer eine Darstellung (2) Fx(&,2»...,%) = J D(z, Y) Dix, Y)-*- D(au y) dy 
0 


gibt, wo D(x, y) für jedes y(0< y<1) eine Verteilungsfunktion in x bedeutet.] Der Beweis 
stützt sich auf folgende Tatsache: Wenn £&,(2) =1 falls , <x und &,(«) =0 fals ,=>z, 
’ N A = x 
dann konvergiert F*(x) = 2 N &,(x) in der Metrik L? gegen eine Zufallsveränderliche £ (x), 
k=1 
und es gilt (3) Fx(z,, 23... 2%) = M(&(z,)&(%) ---C(z,)). Es kann ferner gezeigt werden, 
daß £(x) so abgeändert werden kann, das (3) erhalten bleibt, und &(x) mit der Wahrscheinlich- 
keit 1 eine (zufällige) Verteilungsfunktion wird. Am Ende der Arbeit deutet Verf. an, daß aus 
dem erhaltenen Resultat folgt, daß F*(x) mit der Wahrscheinlichkeit 1 gegen (x) konvergiert, 
d.h. der Satz von V.I. Glivenko (dies. Zbl. 6, 174) ist gültig für äquivalente Zufallsveränder- 
liche. [Bemerkung des Ref.: Daß lim F#*(xz) mit Wahrscheinlichkeit 1 existiert, ist unmittelbar 


klar, da {£,} und damit auch {£, (st cine stationäre Folge ist, und M (£,(x)) = P(&,< x) = Fı(®) 
existiert und somit der Birkhoff-Chinöinsche Ergodensatz (siehe z.B. Gnedenko, Lehrgang 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, 2. Aufl., Moskau 1954, S. 318) angewendet mn u 

. Renyi. 

Moran, P.A.P.: The random division of an interval. IH. J. Roy. statist. 
Soc., Ser B 15, 77—80 (1953). 

Es seien im Intervall (0,1) n Punkte gewählt, die voneinander unabhängig 
sind und gleichmäßige Verteilung besitzen. Dadurch wird die Strecke (0, 1) in 
n-+ 1 Intervalle geteilt. Es bezeichne S? die Quadratsumme der Längen der so 
erhaltenen Intervalle. Als Fortsetzung seiner früheren Untersuchungen (dies. Zbl. 
31, 60; 45, 87) betrachtet Verf. die Verteilung von 2, Für 2git in +) s#s1. 
Die Verteilung von S? war bisher nur für das Intervall (1/(n + 1), 1/n) bekannt. 
Durch geometrische Überlegungen bestimmt nun Verf. die Verteilung von $? für 
das Intervall (1/(r + 1), 1/(r — 1)). Ferner wird die Approximation der Vertei- 
lungsfunktion von S? durch die Beta-Funktion angegeben und es wird auch auf 
statistische Anwendungen hingewiesen. L. Takacs. 


Darling, D. A.: On a class of problems related to the random division of an 
interval. Ann. math. Statisties 24, 239—253 (1953). 


Es seien im Intervall (0,1) n voneinander unabhängige gleichverteilte Punkte gewählt. 
Durch diese Punkte wird das Intervall (0, 1) imn + 1 Teile zerlegt. Es bezeichne Y,, Y,, - .. Y.3 
die Längen der einzelnen Intervalle. Verf. behandelt die Verteilung der Zufallsveränderlichen 


W.„= 5 h, (Y,), wobei h,() beliebige Funktionen bedeuten. Der Hauptsatz ist der folgende: 
i=0 


Sind die Laplace-Transformierten der Funktionen f,(x) für R(r) = c konvergent, so gilt 


n: e+ioo x 7 [6'0) ar 
Br ee ET | Ehre ärıde. 
>) j=00 
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Durch die Wahl f,(Y,) = e%5F5 erhält Verf. die (n + 1)-dimensionale charakteristische Funktion 
der Veränderlichen (Y,, Yı, - - -, Y„), und durch die Wahl T;(®) = e'Eri(®) die charakteristisch 
Funktion von W,„; daraus ergeben sich durch Differentiation die Mittelwerte E {Wn} und Z{W,2}. 
Dann wird der Spezialfall h,(x) = h(x), der in der Statistik eine wichtige Rolle spielt, behandelt. 
Es wird gezeigt, daß die asymptotische Verteilung von W, normal ist, falls h(x) — x“, wobei 
«>0 und «#1, ferner falls h(x) =%|r— 1/(n +1)]| oder h(x) = log x. W„ besitzt eine 
zum Exponenten 1 gehörige quasi-stabile Verteilung, falls h(x) =1/x. Im Falle h(x) — 
4 2 — 1/(n + 1)| wird die Verteilung von W,„ explizit angegeben. Die charakteristische Funk- 
tion der Anzahl N, («, ß) der Y,-Werte, die in ein Intervall (x, P) fallen, wird explizit angegeben. 
Hieraus ergeben sich Bedingungen, die hinreichend sind dafür, daß N, (An, ß,„) bei ‚speziellen 
&%, B„-Werten asymptotisch normale, oder Poissonsche Verteilung besitzt. Verf. beschäftigt sich 
zum Schluß mit der Verteilung von U, = min (Y,,..., Y,) bzw. V„ = max (Y,,..-, Y,„) und 
zeigt, daß diese Variablen asymptotisch unabhängig sind. e L. Takdcs. 
Ramakrishnan, Alladi: Stochastie processes associated with random divisions 


of a line. Proc. Cambridge philos. Soc. 49, 473—485 (1953). 


Es seien &%,%y...,%y voneinander unabhängige gleichverteilte Punkte im Intervall 
N+1 


+ 
(0, L). Verf. betrachtet die Zufallsveränderliche e= N 2, wobei im allgemeinen ®, = 


= 
D,(&,%,..,&%m,L2,N) gilt. Es werden zwei Fälle unterschieden: 1. N ist eine Zufallsver- 
änderliche mit Poissonscher Verteilung. 2. N ist eine gegebene Zahl. — Jeder der beiden obigen 
Fälle kann aus dem andern abgeleitet werden; sind nämlich die Punkte x, in (0, Z) die Ereignisse 
eines homogenen Poissonschen Prozesses (1. Fall), dann können unter der Bedingung, daß in dem 
Poissonschen Prozeß genau N Ereignisse stattgefunden haben, diese Punkte als N unabhängige 
gleichverteilte Punkte (2. Fall) betrachtet werden. Verf. betrachtet zuerst den speziellen Fall 
= d(2,— 2), (% = 0, Zyıı = L). In diesem Falle wird die Bestimmung der Verteilung 
von e= NV ®(x,— x;,) auf eine Integralgleichung zurückgeführt, die durch zweimalige Laplace- 


® 
Transformation lösbar ist. Es werden für diesen Fall mehrere Beispiele behandelt. So beschäftigt 
sich Verf. mit der Verteilung der Summe e= N (&; — x;-,)”. Für die Momente von € werden 


° 
explizite Formeln angeben. Ferner behandelt Verf. ausführlich das Problem der Schwankungen 
der Helligkeit der Milch-Straße, die von Chandrasekhar und Münch [Astrophys. J. 112, 
380, 393 (1950), 114, 110 (1951)] bereits früher behandelt wurden. Dies entspricht dem Falle 


DB, = (&; — %V5])q. Verf. gibt die Verteilung von e= N (, — x; 1)" explizitan. Dann 


ı 
behandelt Verf. den Fall ©, = ®(L— x,). Durch Anwendung einer Integralgleichung erhält 
er die Laplace-Transformation der Verteilung und die Momente von e= V ®(L—x,). Die 


[2 
letzteren Resultate werden auch auf Funktionen &,; = ®(L— x, ®%..., @,), die noch Zufalls- 


parameter @1,.. ., ®, enthalten, verallgemeinert. Zum Schluß werden die mehrdimensionalen 
Dichtefunktionen der Längen der Segmente (x;_,, 2;) und die Momente von e im Spezialfalle 
PD, = Dlx, — %-,) bestimmt. L. Takacs. 


Smith, Walter L.: On the distribution of queueing times. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 49, 449—461 (1953). 

In einer früheren Arbeit behandelt D. V. Lindley (dies. Zbl. 46, 355) folgenden Fall des 
Problems der Wartezeit: die Zeitabstände der nacheinander ankommenden Personen seien 
tn}; die Zeitlängen der Bedienung seien mit {v„} bezeichnet. Die «, (und auch die t,) sind von- 
einander unabhängige Zufallsvariablen mit derselben Verteilung. Die Personen werden nach 
der Reihenfolge der Ankunft durch einen einzigen Bediener bedient. Die Verteilungsfunktion 
der Wartezeit der n-ten Person sei mit F,(v) bezeichnet. Lindley hat bewiesen, daß im Falle 
E(u,) < E(t,) die Grenzverteilung lim F,(®) = F(v) existiert, und zwar unabhängig vom 

Nn>00 


Anfangszustand. Die Grenzfunktion F(v) ist die eindeutig bestimmte Lösung der Wiener- 
{0,0} 

Hopfschen Integralgleichung F(v) = — [| Fw)dKw-— vr), v>0, wobei K(x) die gemein- 
| 


( 

same Verteilungsfunktion der Veränderlichen {u„— t„} bedeutet. Verf. stellt die Lösung der 
obigen Integralgleichung durch analytische Methoden dar. Es wird gezeigt, daß die Verteilung 
der Bedienungszeit diejenige ist, die auf die Natur der Verteilung der Wartezeit einen starken 
Einfluß hat. Die Fälle, in welchen die Verteilung der Wartezeit eine einfache Gestalt besitzt 
werden bestimmt. Besitzt die Bedienungszeit eine exponentielle Verteilung, so ist die Verteilung 
der Wartezeit auch exponentiell, und zwar unabhängig von der Verteilung der {t,!. Zum 
Schluß wird zur Illustration der Theorie ein Beispiel behandelt. " L. Takdecs. 

Kallianpur, 6. and H. Robbins: Ergodie property of the Brownian motion 
process. Proc. nat. Acad. Sei. USA 39, 525—533 (1953). 


ar Er 
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Let X (t) and Y(t) be Wiener processes with starting time {= 0 and let f(x, y) 


and g(x, y) be real valued functions which are bounded and summable for all real 
oo oo 


x and y. Denoting f J f(x, y) dxdyby fand with an analogous meaning for g, 


>05 = OB 
r T ; 
the authors prove lim Pr Be f IR, Yan let er 
T=08 flog 7 0 a ig 
T T 
and nn f X, Y) at f g(X, Y)dat=f/g in probability. Two similar theorems 
=o0 ö 
are proved for the one-dimensional case (i. e. omitting Y). S. Vajda. 


Levy, Paul: La mesure de Hausdorff de la ecourbe du mouvement brownien. 
Giorn. Ist. Ital. Attuari 16, 1—37 (1953). 

Beweise früher ausgesprochener Sätze (dies. Zbl. 44, 139). K. Krickeberg. 

Solomon, Herbert: Distribution ofthe measure ofa random two-dimensional set. 
Ann. math. Statisties 24, 650—656 (1953). 

Ein fester Kreis wird mit N Kreisen vom gleichen Radius bombardiert. Es wird 
vorausgesetzt, daß diese Kreise immer parallel zu dem festen Kreis sind. Die Wahr- 
scheinlichkeit dafür, daß der Mittelpunkt eines beweglichen Kreises in ein Flächen- 
element in der Entfernung D von einem gegebenen festen Punkt fällt, soll durch die 
zweidimensionale kreissymmetrische normale Verteilung bestimmt sein und also nur 
von D abhängig sein. Es wird nach der Wahrscheinlichkeit für die Überdeckung 
wenigstens eines C-Teils des festen Kreises gefragt. Die Lösung der Aufgabe wird 
nur in dem elementaren Fall N =1 gegeben. Für N >1 werden gewisse Ab- 
schätzungen der fraglichen Wahrscheinlichkeit hergeleitet. H. Bergström. 

Matschinski, Mathias: Statistigue de polygones et de polyedres. C.r. Acad. 
Sei., Paris 237, 1310—1312 (1953). 


Statistik: 

e Burington, Richard Stevens and Donald Curtis May jr.: Handbook of pro- 
bability and statisties with tables. Sandusky, Ohio: Handbook Publishers Inc. 1953. 
IX, 332 p. 

Das vorliegende Taschenbuch ist gedacht als handlicher Begleiter sowohl für 
Studenten als auch für den Statistiker, Ingenieur, Natur-, Sozialwissenschaftler 
usw., der auf statistische Methodik angewiesen ist. Auf knappem Raum bietet es 
in größtenteils recht sorgfältiger Darstellung und Formulierung eine kurze, treffende 
Orientierung über eine Fülle von Stoff, wobei kaum eines der wichtigeren, neueren 
Teilgebiete zu kurz kommt. Behandelt werden: Grundbegriffe der Statistik, ein- 
dimensionale Häufigkeits- und Wahrscheinlichkeitsverteilungen, Elemente der Kom- 
binatorik und Wahrscheinlichkeitsrechnung, erzeugende und charakteristische Funk- 
tionen, Binomial-, Poisson- und Normalverteilung, mehrdimensionale Verteilungen, 
Korrelations- und Regressionstheorie, Zeitreihen, Stichprobentheorie und Prüf- 
U,B-,7-,t,F-,2,r-) Verteilungen, Signifikanzteste, Confidenzintervalle, Varianz- 
analyse bei ein-, mehrfacher Aufteilung und lateinischen Quadraten, Sequenz- 
analyse, Abnahmeprüfungen und Kontrollstreifen der Fabrikationskontrolle. Ein 
kurzes Kapitel ist dankenswerterweise einigen für die Statistik unentbehrlichen 
Fragen der Differenzenrechnung (2. B. Stirling-Zahlen) gewidmet. Der Textteil 
schließt mit einer Zusammenstellung praktisch wichtiger Integrale sowie Formeln 
über /-‚Beta-Funktionen u.a. Der umfangreiche Tabellenteil umfaßt Tafeln der 
Ordinaten und Flächen für Binomial-, Poisson- und Normalverteilung (letztere mit 
bis 6-ter Ableitung), der unvollständigen Betafunktion, der Binomialkoeffizienten, 
der Ausdrücke Vnp Vr q, wichtiger Konstanten (m ete.), der F-, 2-, t-, x2-Ver- 
teilung, der Funktion e”*, der Fakultäten, ihrer Reziproken und Logarithmen, 
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der Gammafunktion, der Werte n?, Vn, n!, ete., der trigonometrischen Funktionen, 
natürlichen und Briggschen Logarithmen, und eine Fluchtlinientafel für 1 — (1 E pP)". 
Zur stofflichen Ergänzung wird schließlich ein zweckentsprechendes Verzeichnis 
wirklich empfehlenswerter Lehrbücher und für die Praxis wichtiger Tafelwerke ge- 
geben. — Verff. haben ihre Absicht in wohl mustergültiger Weise verwirklicht. Das 
Büchlein kann jedem Verbraucher statistischer Methodik, aber auch dem Fach- 
kenner, als Vademecum für den täglichen Gebrauch empfohlen werden. 
M. P. Geppert. 

© Uppsala Symposium on Psychological Faetor Analysis, 17—19 March 1953. 
(Nordisk Psykologi’s Monograph Series No. 3.) Copenhagen: Ejnar Munksgaards 
Forlag; Stockholm: Almquist & Wiksell, Import & Export Department, 1953. 91 p. 

Quensel, Carl-Erik: The distribution of the partial correlation coefficient in 
samples from multivariate universes in a special case of non-normally distributed 
random variables. Skand. Aktuarietidskr. 1953 (36), 16—23 (1953). 

Die Verteilungsfunktion der Korrelationskoeffizienten o,;: 1,2,...,r ist von 
J.E. Wishart in dem Falle berechnet worden, daß die beobachteten Größen normal- 
verteilt sind. Verf. betrachtet hier etwas allgemeiner Wahrscheinlichkeitsgrößen 
ee 1,.2,D, wobera, 2 a: % + Y» t=r+1,...,p, mit Konstanten 
G,,. Hier sollen die y, normalverteilt und von den x, (k=1,...,r) unabhängig 
sein, während die x, lineare Funktionen von stochastisch unabhängigen Wahrschein- 
lichkeitsgrößen x’; sind, deren Verteilungen in konvergente Gram-Charlier A-Reihen 
entwickelt werden können. Es wird gezeigt, daß die Verteilungsfunktion von 
0,;:1,2,...,r dann von der Verteilung der x, unabhängig ist und demnach auf 
die Wishartsche Verteilung zurückgeführt werden kann. H. Bergström. 


Barton, D. E.: On Neyman’s smooth test of goodness of fit and its power with 
respect to a particular system of alternatives. Skand. Aktuarietidskr. 1953 (36), 
24—63 (1953). 

Die Frage, ob Beobachtungsdaten mit einer Grundhypothese vereinbar sind, 
wird gewöhnlich mit dem x?-Test beurteilt. Nachteilig wirkt sich dabei aus, daß 
das Vorzeichen und die Reihenfolge der einzelnen Abweichungen unberücksichtigt 
bleiben und daß man bei kleinen Stichproben auf eine Klasseneinteilung angewiesen 
ist. Ausgehend von der Verteilungsfunktionstransformation hat Neyman leistungs- 
fähigere Tests, die sog. „Smooth-Tests“ begründet, welchen die Maßzahlen y,2 zu- 
grunde liegen. Letztere befolgen in der Grenzlage die 4?-Verteilung mit k Freiheits- 
graden. Barton analysiert nun das spezielle Verhalten von »,2, falls als Gegen- 
hypothesen zur Rechtecksverteilung ein System von Verteilungen in Betracht 
kommt, das durch Frequenzfunktionen von der Form 


N 
p (x<| Hy) = 1 + P3 6, 7,6) (x) H,) 
darstellbar ist. Dabei sind 9, beliebige Parameter und z,(z) ein System orthogonaler 
Polynome. Die Beweisführung stützt sich auf die modernen Methoden der mathe- 
matischen Statistik und ist deshalb nicht jedermann direkt zugänglich. 
W. Wegmüller. 

Sverdrup, Erling: Similarity, unbiassedness, minimaxibility and admissibility 
of statistical test procedures. Skand. Aktuarietidskr. 1953 (36), 64—86 (1953). j 
The main part of this paper follows the lines of the Ne yman-Pearson theory 
for testing hypotheses. The probability density, with respect to some common 
measure, is mostly assumed to be of form A (T...,7,)exp {X T,u,(x)} where the 
T, are unknown parameters. The chief results are about unbiased tests for composite 
nul hypotheses ; the statements are to the effect that certain tests are most powerful 
with regard to a particular alternative. Methodically, one notices the role of the 
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„boundary set‘ of the nul hypothesis and the splitting up of atomie probabilities 
by randomization. The results are applied to the problems of testing (a) independence 
in double dichotomy, (b) linear hypothesis about normally distributed variables. — 
The last part of the paper is about tests being admissible or minimax procedures 
relatively to simple loss functions. G. Elfving. 


Sundrum, R. M.: The power of Wilcoxon’s 2-sample test. J. Roy. statist. 
Soe., Ser. B 16, 246—252 (1953). 

Es wird die obere Grenze für die Streuung des Prüfmaßes U in Wilcoxons 
Rangsummentest zur Prüfung der Gleichheit zweier Verteilungen bestimmt und eine 
Gesamtheit konstruiert, bei der diese Grenze angenommen wird. Eine Methode zur 
Berechnung der Streuung von U bei alternativen Normalverteilungen wird an- 
gegeben und mit ihrer Hilfe für den Fall, daß beide Stichproben je 10 Beobachtungen 
haben, die Schärfefunktion berechnet, die nur geringfügig kleiner als die Schärfe- 
funktion des t-Tests ist. Ein entsprechender Vergleich bei alternativen Gleichver- 
teilungen zeigt, daß U hier weniger leistungsfähig ist. E. Walter. 


Dwass. Meyer: On the asymptotie normality of certain rank order statistics. 
Ann. math. Statistics 24, 303—306 (1953). 


Zahlreiche nichtparametrische Prüfmaße lassen sich in der Form Sy = N ayidyr; 

ı 
darstellen, wobei die Zahlenfolgen (ayı; - - -‚Ayy) und (by1--.‚dys) mit Say, = 
NEby,;=0 und Yay?=1 für jedes N definiert sind und jede Permutation 
(Ry»---, Ry) der ersten N Zahlen (1,..., N) gleichwahrscheinlich auftritt. Es wird 
bewiesen, daß S, asymptotisch normalverteilt ist, wenn mit N co auch 


max |ay;| — 0 und wenn es eine natürliche Zahl k gibt, so daß by; als k-tes zen- 
1 S S N i . . 
triertes Moment der i-tgrößten Beobachtung einer Stichprobe 2%, 2%... 2x 
[mit F(x) stetig und E(|x]’*) <oo] aufgefaßt werden kann. Durch diese Bedin- 
gungen werden auch Fälle erfaßt, die den von W. Höffding (dies. Zbl. 44, 137) 


für das gleiche Problem angegebenen Bedingungen nicht genügen. E. Walter. 


Kendall, M.G. and R.M. Sundrum: Distribution-free methods and order 
properties. Revue Inst. Internat. Statist. 21, 124—134 (1953). 


Ausgehend von der Tatsache, daß die Ausdrücke „verteilungsfrei‘‘ und „nichtparametrisch‘ 
in der Literatur nicht genügend einheitlich und klar definiert sind, schlagen Verff. folgende 
Definition vor: Eine Hypothese heiße parametrisch, wenn sie a) eine Annahme über eine Ver- 
teilung macht, b) die Verteilung bis auf eine endliche Anzahl von Parametern bestimmt, c) gegen 
eine Alternative der gleichen Verteilungsform, nur in den Werten der Parameter verschieden, 
betrachtet wird. — Würde man unendlich viele Parameter zulassen, 2. B. die Momente als Para- 
meter der Verteilung bezeichnen, so könnte man zwischen parametrischen und nicht-parametri- 
schen Hypothesen nicht mehr unterscheiden, da z. B. die folgenden Hypothesen identisch sind: 
a) Die Verteilung ist normal; b) die Verteilung besitzt endliche Kumulanten und es ist x, = 0 
für r> 2. Ob eine Hypothese paremeterfrei ist oder nicht, hängt von der Alternativhypothese 
ab. Verff. empfehlen, den Ausdruck „nicht-parametrisch“ nur im Zusammenhang mit Hypothese, 
nicht mit Test, Schlußweise (inference), Maßzahl (Statist, statistic) usw. zu verwenden. Zur 
Definition von ‚„‚verteilungsfrei“ betrachten Verff. die vier Elemente eines Tests: 1. das Prüf- 
maß (Statist des Tests, test statistic), 2. dessen Stichprobenverteilung, 3. den kritischen Bereich 
unter H,, 4. den Inhalt (Totalwahrscheinlichkeit) des kritischen Bereiches unter Hr ae Jedes 
nicht von der Ausgangsverteilung abhängende dieser Elemente heiße „verteilungsfrei . Ein 
Test heiße verteilungsfrei, wenn alle vier Elemente verteilungsfrei sind. Am ehesten kann auf 
die vierte Forderung verzichtet werden. Verff. zeigen, daß im eben definierten strengen Sinne 
Ungleichungen vom Tschebycheff-Typ, Tests der ( tüte der Anpassung (goodness of fit) und 
„bedingte Tests“ nicht immer verteilungsfrei sind. Verff. sind der Meinung, daß nur Stufungs- 


i srties) im strengen Sinne verteilungsfreie Tests liefern. j 
beziehungen (order properties) Im strengen } a 


Levert, Christoffel: La duree de retour et la durse d’absence de la plus grande 


valeur. C. r. Acad. Seci., Paris 237, 374—376 (1953). j 
Gumbel, Emile J.: Les debits minima interpr6t6s comme valeurs extr&mes. 


C. r. Acad. Sei., Paris 237, 512—514 (1953). 
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Sugiyama, Hiroshi: Some theory of control charts. I, II, III. Math. Japonicae 
3, 18—29, 30—31, 33—35 (1953). 

I. Verf. berechnet den Fehler erster Art bei der &-Kontrollkarte unter der Grundhypothese, 
daß sich der Erwartungswert von Stichprobe zu Stichprobe zufällig (nach der Normalverteilung) 
ändert. Der Fehler zweiter Art wird bezüglich der alternativen Hypothese ausgerechnet, daß 
der Erwartungswert mit der 3-Sigma Grenze derselben Verteilung gleich ist. Verf. führt numerische 
Rechnungen für mehrere Ausgangswerte durch, ferner ist er bestrebt, mit numerischen und gra- 
phischen Hilfsmitteln die ökonomische Lage der Kontrollgrenzen zu bestimmen. Er wendet 
seine Methode für die Berechnung der Fehler beider Art auch für die p-Kontrollkarte an; Ref 2 
glaubt, daß das hier gegebene Modell auch einfacher behandelt werden könnte. — I. Verf. 
gibt auf Grund der Ideen von Teil I zwei Diagramme an, die den Zusammenhang zwischen der 
Stichprobenzahl, dem Gesamtschaden und der Kontrollgrenze bei einer speziellen Wahl der 
übrigen Parameter für die &-Karte darstellen. — III. In manchen Fällen ist es ökonomisch, statt 
der interessierenden Veränderlichen eine solche Veränderliche zu untersuchen, die mit der ersteren 
nur stochastisch zusammenhängt. Verf. berechnet im Falle einer binormalen Verteilung, in wel- 
chem Maße sich die Wahrscheinlichkeit, daß bei fehlerhafter Fertigung die Kontrollgrenze der 
Mittelwert-Karte überschritten wird, bei einer solchen Methode vermindert. Die Resultate seiner 
numerischen Rechnungen für einige Ausgangswerte werden graphisch dargestellt. 

K. Sarkadi. 

Pascevit, V. $.: Über eine Eigenschaft von Kontrollkarten, die für die laufende 

Kontrolle verwendet werden. Priklad. Mat. Mech. 17, 513—516 (1953) [Russisch ]. 


Bei der Handhabung der &-R-Karte ist es von gewissem Interesse, daß im Falle eines 
normal verteilten Produktionsprozesses der Mittelwert und die Spannweite einer Stichprobe 
unabhängig voneinander verteilt sind. Man überzeugt sich leicht, daß die Spannweite folgende 
Eigenschaften hat: 1. Sie verschwindet genau dann, wenn alle Stichprobengrößen denselben 
Wert haben. 2. Die Niveauflächen der Spannweite im Stichprobenraum stellen ‚Röhren‘ 
dar, deren Erzeugende parallel zur Geraden =, =:--—=x, sind. 3. Je zwei Niveau- 
flächen sind einander ähnlich. — Hiervon ausgehend definiert Verf. eine Stichprobenfunktion 
R(x%,, .. .,%,) , die nur von den Stichprobenwerten (und nicht von einem Parameter der Ver- 
teilung) abhängt als Röhrenfunktion, wenn sie den angeführten drei Bedingungen genügt. Es 
wird gezeigt, daß unter der Voraussetzung einer stetigen Verteilung die stochastische Unab- 
hängigkeit einer Röhrenfunktion und des Mittelwertes einer Stichprobe das Vorliegen einer 
Normalverteilung zur Folge hat. Gewisse Regularitätsbedingungen für die Röhrenfunktion 


sind allerdings zusätzlich notwendig. Der Beweis ist nur für n=3 dargestellt. 
L. Schmetterer. 


Steinhaus, H.: The prineiples of statistical quality control. Zastosowania Mat. 
1, 4—25, russische und engl. Zusammenfassgn. 26, 26—27 (1953) [Polnisch]. 

It is necessary to know an a priori distribution to use Bayes theorem to estimate 
parameter. If this distribution is unknown one must use so called Bayes postulate. 
The author points out that the assumption of the uniform prior distribution (Bayes 
postulate) does not discredit Bayes approach to the theory of estimation, because 
in every such theory, e.g. in modern theory of confidence interval, there is some 
camouflaged hypothesis equally artificial as Bayes postulate. This is shown on 
example of statistical quality control. The best sampling plan is such, which mini- 
mizes the economic loss (it is the loss suffered by making wrong decision plus the 
cost of sampling). It is shown, that it is impossible to determine the best sampling 
plan without assumption of some, more or less artificial, hypothesis about unknown 
parameter (fraction defeetive in the case of quality control). Author’s approach is 
connected with Wald’s theory of statistical deeision functions. W. Sadowski. 

Bartlett, M. S.: Approximate eonfidence intervals. II. More than one unknown 
parameter. Biometrika 40, 306—317 (1953). 

Continuation of a previous paper (this Zbl. 50, 363). Let L(x, 0,.6,) be the 
logarithmie likelihood of a sample vector x. An approximate eonfidence region 
ee | By Ba transformation of OL/0, and OL/ö6,, form 
a. ; va: 1 IC au SER 1 2) which are normalized and uncorrelated ; 

' she ımequality 4° + ty" <X9*(e), considered as a restriction. on 0,, 0,, yields a 
confidence region on the level e. The approximation may be improved by adding 
nl Ep a and 3Z/00, in order to bring their distribution 

ality a dependence. — If a confidence interval for ®, is required, 
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0, being a nuisance parameter, one also has to neutralize the effect of estimating 
the latter. — Applications are given i. a. to time series estimation. (@r. Elfving. 

Kitagawa, Tosio, Teisuke Kitahara, Yukio Nomachi and Nobuo Watanabe: 
On the determination of sample size from the two sample theoretical formulation. 
Bull. math. Statist. 5, Nr. 3—4, 35—45 (1953). 

Für den Fall, daß ein Schätzwert der Varianz 0° einer normalverteilten Größe x 
auf Grund von n, Beobachtungen vorliegt, hatten M. Harris, D. G. Horvitz und 
A.M. Mood (dies. Zbl. 31, 372) den Umfang n, einer zweiten Stichprobe angegeben, 
der benötigt wird, um ein Konfidenzintervall der Konfidenzwahrscheinlichkeit & für 
E(x) zu erhalten, dessen Länge 2c nur mit der Wahrscheinlichkeit ß größer als 2d 
ist (x, ß, d vorgegeben). Verff. haben hierzu die Wahrscheinlichkeiten 

Pn,=n;c<dn,0,B do” 
tabelliert. E. Walter. 

Seelbinder, B. M.: On Stein’s two-stage sampling scheme. Ann. math. Stati- 
sties 24, 640—649 (1953). 

Der Durchschnitt m einer Grundgesamtheit ist durch eine Stichprobe vom 
Umfange n derart zu schätzen, 7, daß bei vorgegebener Schranke d und Sicher- 
heitsschwelle & die Relation P{l#—m| >d} <a zu Recht besteht. Nach Stein 
[Ann. math. Statist. 16, 243—258 (1945)] ist ein zweistufiges Stichprobenverfahren 
empfehlenswert, wobei allerdings über den Umfang n, der ersten Stufe nichts Näheres 
ausgesagt wird. Der Verf. setzt an dieser Stelle an und vermittelt Anhaltspunkte 
über die zweckmäßige Wahl von n,. Dank der Beziehung zur unvollständigen Gamma- 
funktion /(u, p) — die Folgerungen werden übrigens noch vermöge der Trans- 
formation 2 = y2 E— V?n, — 3 auf die standardisierte Normalverteilung über- 
prüft — gelingt es dem Verf., die erforderliche Zahl n, der in die erste Stufe des 
Stichprobenplanes einzubeziehenden Beobachtungen abzuschätzen. W. Wegmüller. 

Raj, Des: On estimating the parameters of bivariated normal populations from 
doubly and singly linearly truncated samples. Sankhya 12, 277—290 (1953). 

Es seien diejenigen Wertepaare einer Stichprobe aus einer zweidimensionalen 
Gesamtheit mit binormaler Verteilung bekannt, bei denen für eine der Variablen 
kk<y<k, gilt. Verf. beschäftigt sich mit der Abschätzung der Verteilungs- 
parameter, wenn 1. die Anzahl der Beobachtungen mit unbekannten Werten auch 
unbekannt ist, 2. die Anzahlen der Beobachtungen, die den Bedingungen y <k, 
bzw. „> k, genügen, bekannt sind, 3. nur die Summe dieser Anzahlen bekannt 
ist. In allen Fällen werden die maximum likelihood-Gleichungen aufgestellt und für 
die numerischen Rechnungen verwendbar gemacht; die numerischen Rechnungen 
werden an Beispielen durchgeführt. — Angabe der Berechnungsmethode der asym- 
ptotischen Streuungen für die Schätzfunktionen und Durchführung dieser Rech- 
nungen an den numerischen Beispielen. — Anwendung auf den Fall k, = oo. 

K. Sarkadı. 

Chernoff, Herman: Locally optimal designs for estimating parameters. Ann. 
math. Statisties 24, 586—602 (1953). 

Consider experiments e in which the distribution of the observation vector 
depends on an unknown parameter vector 6 = ($,,...,0,). Let a set of es be 
given ; let the purpose of experimentation be to estimate (say) BRBREN  P- 03 


with 53 var (d,) as small as possible. The problem is to select a design consisting of n 


= 


experiments e to be performed independently, repetitions being permitted. It turns 
out that the locally and asymptotically optimal design consists of at most 
k+(k—1)+:.- + (k— s + 1) different experiments, to be performed in certaın 
specified proportions. Of. Elfving, this Zbl. 47, 134, for a less general result, 
covering only experiments consisting of one single observation. (r. Elfving. 
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Cadwell, J. H.: The distribution of quasi-ranges in samples from a normal 
population. Ann. math. Statistics 24, 603—613 (1953). 
Let x) << &n) be an ordered normal sample. The differences = 
&n) — %ı Wı = Unm-1) — Ua)» multiplied with certain constants, provide un- 
biassed estimates of o. It is shown, i. a., that wyis best upto n = 17, w, from 18 to 31, 
and so on. Certain linear combinations of the w,’s are even more efficient than the 
best single ones (cf. Lloyd, this Zbl. 46, 366). @e. Elfving. 
Downton, F.: A note on ordered least-squares estimation. Biometrika 40, 
457—458 (1953). Ben“ 
Let 1 <*:<&n) be an ordered sample from a continuous distribution 
with e.d.f. F((x— u)/o) where Fis known whereas the mean u and the standard 
deviation o are unknown. Lloyd (this Zbl. 46, 366) has shown that a certain Jinear 
function ix ofthe x.) fulfils E(k) = u, var (u) S 0o?”/n = var (£), and has given a 
necessary and sufficient condition for equality, valid in the class of symmetric 
distributions F. The present note gives a similar condition valid in the general case. 
G. Elfving. 
Geometrie. 


e Morin, Ugo: Lezioni di geometria. Parte I: Elementi di geometria anali- 
tica. 2. ed. Padova: Edizioni CEDAM 1953. VIII, 192 p.; 105 fig. L. 1200 (Lito- 
grafie). 

e Morin, Ugo: Lezioni di geometria. Parte II: Curve piane. Padova: Edi- 
zioni CEDAM 1954. X, 362 p.; 194 fig. L. 2500 (Litografie). 

I  eMorin, Ugo: Lezioni di geometria. Parte III: I metodi di rappresentazione. 
Le proiettivitä tra forme di seconda specie. Padova: Edizioni CEDAM 1953. X, 
380 p.; 479 fig. L. 2500 (Litografie). 

e Morin, Ugo: Lezioni di geometria. Parte IV: Superficie e curve sghembe. 
Padova: Edizioni CEDAM 1953. VIII, 212p.; 70 fig. L. 1300 (Litografie). 

Eine Einführung in die Elemente der Geometrie in breiter Darstellung mit zahlreichen 

Aufgaben. Die ersten drei Kapitel von Teil I bringen den Koordinaten- und Vektorbegriff in 

der Ebene und im Raum, Kap. 4 die homogenen Koordinaten und das Dualitätsprinzip, in Kap. 5 

folgt die Einführung komplexer Größen (Kreispunkte, Kugelkreis). In Teil II werden zunächst die 

Elemente der Kreisgeometrie, dann Ellipse, Hyperbel, Parabel behandelt, in Kap. 2 folgen all- 

gemeine ebene Kurven, die auch in der Darstellung y = f(x) mit den Mitteln der Differential- 

rechnung diskutiert werden. Algebraische Kurven, Kurvensysteme und ihre Hüllkurven, Be- 
zoutsches Theorem, viele Beispiele algebraischer Kurven. Ein Anhang bringt eine Weiterführung 
der Theorie der Kegelschnitte in cartesischen Koordinaten. Kegelschnittbüschel, Polaren- 

theorie, Sätze von Pascal und Brianchon, metrische Klassifikation, Brennpunkte. — Teil III 

enthält in Kap. 1 die Theorie der Matrizen und linearen Abbildungen, in Kap. 2 eine projektive 

Theorie der Kegelschnitte, affine Klassifikation, Mittelpunktseigenschaften, Brennpunkte vom 

projektiven Standpunkt. In Kap. 3 folgt eine Einführung in die darstellende Geometrie, auch 

Zentralprojektion und Axonometrie, Durchdringungen, regelmäßige Polyeder. Teil IV be- 

handelt Fragen der räumlichen Geometrie; nach einer differentialgeometrischen Einführung in 

die Kurven- und Flächentheorie werden hauptsächlich algebraische Flächen und Flächensysteme 
behandelt, sodann Regelflächen auch darstellend geometrisch. Kegel- und Zylinderdurch- 
dringungen, Schatten. Kap. 2 bringt die Geometrie der Kugeln und quadratischen Flächen 
und etwas über Schraublinien und -flächen. — Die Darstellung ist klar und gut leserlich, der 

Inhalt beschränkt sich stets auf das Einfache und geht schwierigeren Fragen aus dem Wege. Die 

zahlreichen Figuren sind leider zum Teil etwas verzeichnet (Korbbögen statt Ellipsen), was 

wohl mit dem Vervielfältigungsverfahren zusammenhängt. — In Deutschland sei das Buch mathe- 
matisch interessierten Oberprimanern wärmstens empfohlen, sie können bei der Lektüre gleich- 
zeitig italienisch lernen. @. Bol. 

Nevanlinna, Rolf: The four-dimensional space. Nordisk mat. Tidskrift ik 

98—114 und engl. Zusammenfassg. 114 (1953) [Schwedisch]. 


Grundlagen. Nichteuklidische Geometrie: 


Reenpää, Yrjö: Axiomatik der Anschauungsmannigfaltigkeit. Ann. Acad. Sei. 
Fennicae, Ser. A I 157, 24 8. (1953). 
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Wyler, Oswald: Order in projeetive and in deseriptive geometry. Compositio 
math. 11, 60—70 (1953). 

Verf. führt in einer Geometrie mit den Hilbertschen Inzidenzaxiomen die An- 
ordnung mit Hilfe von Axiomen über den Trennbegriff (von Geraden) ein, wobei er 
sich bis auf ein weiteres Axiom an das Buch von Coxeter, The real projective plane 
(dies. zbl. 32, 113) anschließt. Sein Ziel ist, eine einheitliche Theorie der Anordnung 
für projektive, euklidische, hyperbolische und elliptische Geometrien zu geben. 
In einem der Axiome (Nr. 2.6) steckt allerdings auch eine Existenzforderung für 
‚die Inzidenz. Davon abgesehen, stimmt die erzielte Anordnung mit derjenigen 
überein, die durch eine reine, harmonische Ordnungsfunktion mit Geradenrelation 
und Z=1 im Sinne von Sperner (vgl. dies. Zbl. 32, 178, insbesondere S. 128ff. 
der dort besprochenen Arbeit) gegeben wird. H. Karzel. 

Wyler, Oswald: Incidence geometry. Duke math. J. 20, 601—610 (1953). 

Eine Inzidenzgeometrie T ist eine Punktmenge, in der als Ebenen bezeichnete Teilmengen 
so ausgezeichnet sind, daß die 5 Axiome gelten: (1) Zu drei verschiedenen Punkten A, B, C 
‚gibt es eine Ebene, die sie enthält. (2) Sind x und ß zwei verschiedene Ebenen, so gibt es einen 
Punkt von x, der nicht zu ß gehört. (3) Gehören zwei verschiedene Punkte A und B zu zwei 
verschiedenen Ebenen x und f, gehört ferner C zu x und ß und enthält y Aund B, so enthält 
y auch ©. (4) Sind 4, B,C,D,E nicht komplanare Punkte und gehören A, B,C, D zu einer 
Ebene, dann gibt es einen Punkt F verschieden von E so, daß A, B, E, F und (, E, D, F jeweils 
zu einer Ebene gehören. (5) Es gibt vier nicht komplanare Punkte. — Geraden werden als Schnitte 
von Ebenen erklärt. Damit gelten in /’ die räumlichen Verknüpfungsaxiome von Hilbert. 
Die Problematik entsteht aus dem Fehlen des Parallelen-Axioms oder eines anderen Axioms, 
"welches eine Einbettung in eine projektive Geometrie gestatten würde. Offenbar ist dim (I) 2 3 
nieht beschränkt. Mit Hilfe der linearen Räume in I’ (‚„flats‘‘) wird eine verbandstheoretische 
‚Charakterisierung von I’ gegeben. Das Hauptergebnis: Bei dim (T) > 3 ist eine Einbettung 
in eine projektive Geometrie möglich (vgl. S. Gorn, dies. Zbl. 22, 379). Wenn dim (T') = 3 
und F irreduzibel (das heißt: Jedes ebene Geradenbüschel durch einen Punkt enthält wenigstens 
.drei Geraden), dann sind folgende drei Aussagen äquivalent: (I) Bei der in der üblichen Weise 
vorgenommenen Ergänzung von I’ durch Idealelemente bildet I’ eine projektive Geometrie. 
(II) I kann in eine Inzidenzgeometrie höherer Dimension eingebettet werden. (III) Es gilt der Satz 
von Desargues in einem Punkt (= condition D bei S. Gorn, 1. e.) und es gilt: Wenn a,b, c,d 
vier Geraden so sind, dßaub, ave, aud, buc, b od fünf verschiedene Ebenen sind, 
‚dann ist cu d einen Ebene. W. Klingenberg. 

Cronheim, Arno: A proof of Hessenberg’s theorem. Proc. Amer. math. Soc. 
4, 219—221 (1953). 

A proof is given of Hessenberg’s Theorem (that the Pappus property in the 
projective plane implies the Desargues property) which takes care not only of the 
‚general case but also of those cases where some of the lines or points constructed 
in the course of the original proof [Math. Ann. 62, 161—172 (1905)] become indeter- 
minate. It is shown that the discussion may be reduced to two cases, the first of 
which may be treated by the original argument whereas the second requires a diffe- 
rent proof. F. A. Behrend. 


Artzy, Rafael: Eigenschaften von ebenen Viergeweben allgemeiner Lage. Math. 
Ann. 126, 336— 342 (1953). 

Ein 4-Gewebe nach K. Reidemeister ist eine Gesamtheit von „Punkten“ 
und „Geraden“, für die die Inzidenzen von vier Geradenbüscheln der projektiven 
Ebene postuliert werden. Haben 4 bzw. 3 der Büschel eine Gerade gemeinsam, SO 
spricht man von einem Gewebe erster bzw. zweiter Art. Hier werden Gewebe 
„dritter Art‘‘ betrachtet, bei denen keine drei der Büschel eine gemeinsame Gerade 
haben. Ahnlich wie bei Reidemeister, Grundlagen der Geometrie (Berlin 1930), 
fir die erstgenannten Fälle, werden Schließungssätze angegeben, die hinreichen, 
‚das Gewebe zu einer affinen Ebene in einem geeigneten Zahlbereich zu erweitern. 
Dieser ist einseitig distributiv, mit assoziativer und kommutativer Addition und 
Multiplikationsgruppe. — Stetigkeitsannahmen werden nicht gemacht. @. Bol. 

Lombardo-Radice, Lucio: Una nuova costruzione dei piani grafici desargue- 
:siani finiti. Ricerche Mat. 2, 47—57 (1953). 
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Eine Ebene wird hier ‚„‚Desarguesisch bezüglich einer Geraden r‘‘ genannt, wenn 
für jedes Paar perspektiver Dreiecke mit der Eigenschaft, daß die Schnittpunkte 
zweier entsprechender Seitenpaare auf r liegen, gilt, daß auch der Schnittpunkt des 
dritten Seitenpaares auf r liegt. Es wird für endliche Geometrien gezeigt, daß die 
Begriffe „‚Desarguesisch‘“ und „Desarguesisch bezüglich r“ zusammenfallen. — 
Bemerkung: Die Behauptung ist von der Endlichkeitsbedingung unabhängig. In 
der obigen Sprechweise lautet nämlich ein klassischer Hilbertscher Satz : Ist = 
Desarguesisch bezüglich der unendlich fernen Geraden, so ist z eine Geometrie über 
einem Schiefkörper und mithin Desarguesisch. F. W. Levi. 

Lombardo-Radice, Lucio: Piani grafiei finiti a coordinate di Veblen-Wedderburn. 
Ricerche Mat. 2, 266—273 (1953). 

Eine ebene Geometrie wird hier „‚mikrodesarguesisch“ bezüglich einer Geraden 
genannt, wenn der kleine Satz von Desargues (Zentrum und Achse der Perspektivität 
inzident) bezüglich r (vgl. vorstehendes Referat) gilt. Es wird gezeigt, daß eine 
endliche mikrodesarguesische Geometrie eine Translationsgruppe von der Ordnung 
p?t (p Primzahl) besitzt, die das direkte Produkt von t zyklischen Gruppen der 
Ordnung p ist. Daraus wird geschlossen, daß eine solche Geometrie eine Punkt- 
Geraden-Konfiguration ist mit denselben Bestimmungszahlen, wie die ebene Geometrie 
über GF(p!). F. W. Levi. 

Paige, Lowell J. and Charles Wexler: A canonical form for incidence matrices. 
of finite projeetive planes and their associated Latin squares. Portugaliae Math. 
12, 105—112 (1953). 

Es wird die Inzidenzmatrix einer ebenen, endlichen, projektiven Geometrie auf 
eine spezielle Form gebracht und dadurch bewiesen, daß eine solche Geometrie mit 
n®-+-n + 1 Punkten genau dann existiert, wenn es ein System von nr — 1 lateini- 
schen Quadraten (a, (k)) gibt (k=1,..,n—1; al,(k,%,j=1,...,n), dieein 
„digraph complete“ bilden. Das bedeutet: Die Zahlenpaare (a’,(k), a‘,(k)),r = s fest, 
durchlaufen jeweils alle n(n — 1) Wertepaare (b,c), b=c; b,c=1,...,n. Aus 
jedem ‚digraph complete‘‘ kann die verlangte Inzidenzmatrix konstruiert werden, 
ebenso aus jedem System von n — 1 gegenseitig orthogonalen lateinischen Quadra- 
ten ein „digraph complete“. F. W. Levi. 

Bunt, L. N. H.: Äquivalente Formen des Parallelenaxioms. Euclides, Groningen 
28, 249—267 (1953) [Holländisch]. 

Verf. beweist die Aquivalenz von 20 verschiedenen Formen des Euklidischen 
Parallelenaxioms mit Methoden der Elementargeometrie, ohne von bekannten Tat- 
sachen der hyperbolischen Geometrie Gebrauch zu machen. M. Zacharias. 

Hunziker, Gustav: Über Parallelentheorie. Verhdl. Schweizer. naturforsch. 
Ges. 132. Versammlung, Bern 1952, 102—103 (1953). 


Verf. behauptet: Es sind keine Euklidischen Parallelen widerspruchsfrei denkbar, und 
deshalb auch keine Euklidischen Geraden. Die Argumentation dieser Behauptung ist dem Ref. 
unverständlich geblieben. J.C. H.@erretsen. 


Devid6, Vladimir: Über ein Modell der euklidischen Geometrie. Soc. Sei. 
natur. Croatica, Period. math.-phys. astron., II. Ser. 8, 241-246 und kroatische 
Zusammenfassg. 246 (1953). 

Verf. untersucht ein Modell der Euklidischen Ebene, indem er diese Ebene zur 
projektiven Ebene ergänzt durch die unendliche ferne Gerade und den Mittelpunkt O 
eines zentralen Kegelschnittes ausläßt. ‚Geraden der Geometrie“ sind die Punkte 
der so erhaltenen Fläche, „Punkte“ die nicht durch O gehenden Geraden. Die Metrik 
wird aus der ursprünglichen Euklidischen Ebene durch Polarbildung bezüglich des 
Kegelschnittes hergeleitet. J.C. H. Gerretsen. 


Szäsz, Paul: Über die Hilbertsche Begründung der hyperbolischen Geometrie. 
Acta math. Acad. Sci. Hungar. 4, 243—250 und russische Zusammenfassg. 250 (1953). 
An axiomatic development of hyperbolie geometry without use of a continuity 
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 axiom was given by Hilbert [Math. Ann. 57, 137—150 (1903) or Grundlagen der 
Geometrie, Tth ed. (Leipzig 1930), p. 159—177]. By mapping the hyperbolic plane 
in the usual manner on an euclidean half-plane, the author gives a more elementary 
approach which avoids Hilbert’s detour via projective geometry. F. A. Behrend. 
Szäsz, Paul: Beweis der Hauptformel der hyperbolischen Trigonometrie un- 
abhängig von der Stetigkeit. Acta Sci. math. 15, 57—60 (1953). 
Die Hauptformel von J. Bolyai s’:s =ctg (x/2) drückt das Verhältnis zweier 


konzentrischer Grenzkreisbogen s = PR< Pie (zwischen denselben Achsen 


PP', RR' und im Abstand PP’= RR’ =a) durch den dem Abstand a entsprechen- 
‚den Parallelwinkel x aus. Dieser von Bolyai unter Vorsaussetzung der Stetigkeit 
bewiesene Satz wird hier unabhängig von den Stetigkeitsaxiomen unter Voraus- 
setzung der Existenz der hyperbolischen Parallelen als Axiom bewiesen. Den Aus- 
gangspunkt bildet die Formel p(a) tga = S, in der p(a) den Grenzkreisbogen der 
Höhe a und x den zu a gehörigen Parallelwinkel bedeutet und S eine Konstante ist 
{Beweise von V.F.Kagan, russ. Ausgabe der „Geometrischen Untersuchungen von | 
N.J.Lobatschefskij“, Moskau 1945, S. 130—131, und von Verf., dies. Zbl. 48, 
373). Aus dieser ergibt sich die Hauptformel durch elementare trigonometrische 
Rechnungen. M. Zacharias. 
Blanusa. Danilo: Eine isometrische und singularitätenfreie Einbettung des 
n-dimensionalen hyperbolischen Raumes im Hilbertschen Raum. Monatsh. Math. 
57, 102—108 (1953). 
L. Bieberbach (dies. Zbl. 5, 82) hat gezeigt, daß die hyperbolische Ebene sich isometrisch 
und singularitätenfrei gemäß den Formeln 2.1 +i2 = (2 +iy"m, n=1,2,... in 
den Hilbertschen Raum einbetten läßt. Es ist aber nicht klar, wie sich diese Formeln auf den Fall 
eines mehrdimensionalen hyperbolischen Raumes verallgemeinern lassen. Verf. gibt andere 
Formeln, die leicht verallgemeinerungsfähig sind. Man kann sie kurz folgendermaßen fassen: 
x, — Rarsinhy, 2.1 +12, = (Rexp i yYr)/(1 + PyRyYn, n=13, .... 
Dabei sind y, y, Koordinaten in der hyperbolischen Ebene derart, daß die metrische Fundamental- 
form durch ds? = (dy? + dy,?)/y? dargestellt wird. Interpretiert man y und y, als rechtwinklige 
Koordinaten, so erhält man das Poincar&sche Modell der hyperbolischen Ebene. — Die dar- 
gestellte Fläche ist in den Hilbertschen Raum isometrisch eingebettet. Die Zuordnung zwischen 
der hyperbolischen Ebene und der Fläche ist eineindeutig, und die Fläche ist singularitätenfrei. 
Schließlich zeigt sich, daß die Fläche nicht in einem endlich-dimensionalen Raum liegt. Die 
Frage der singularitätenfreien Einbettbarkeit der hyperbolischen Ebene in einen endlich-dimen- 
sionalen Euklidischen Raum bleibt nach wie vor offen. — Die Verallgemeinerung für den Fall 
des r-dimensionalen hyperbolischen Raumes wird erledigt durch die Formeln: x, = ar sinh y, 


r BLEND. ai eure 


“2 (n-1) (r-1)+23 (1 L 2)n/2 th ’ 
Sad J.C. H.Gerretsen. 


Fulton, Curtis M.: Catenary and traetrix in non-Euclidean geometry. Math. 
Mag. 27, 79—84 (1953). | 

Unter Verwendung von „Grenzflächenkoordinaten“ (vgl. dies. Zbl. 46, 92) 
wird die Euklidische Definition von Kettenlinie und Schleppkurve so in die hyper- 
bolische Geometrie übertragen, daß die bekannte Beziehung zwischen beiden Kur- 
ven (Kettenlinie ist Evolute der Traktrix) erhalten bleibt. Div KR. Müller. 

Szäsz, Paul: Über die Rektifikation des Kreises, des Grenzkreises und der 
Abstandslinie. Acta math. Acad. Sei. Hungar. 4, 251—253 (1953). 

Continuing earlier work on hyperbolie geometry (this Zbl. 39, 365) the author 


Tyn-1)(r-1)426-1 7 


gives a simple proof that lim 2 — 1, where p is the length of an arch of a circle, 
s=0 , 
uidistant line, and s the length of the corresponding chord. 
a horocycle, or an eq ea 
Noi, Salvatore di: Interpretazione einematica d’una geometria due volte para- 


i I piano. Archimede 5, 145—155 (1955). = PAR gr 
En ehe studierten doppelt-parabolischen Geometrie (parabolisch hinsichtlich Strecken 
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und Winkelmessung) handelt es sich um die wohlbekannte Geometrie der isotropen Ebene, die 
dem Autor allerdings neu zu sein scheint, wie das Fehlen aller Zitate und manche Textstellen 
vermuten lassen. Neu ist nur die kinematische Interpretation. Man denke sich zum Studium der 
Bewegungen auf der Geraden (y-Achse) zwei Beobachter o und 0, deren Längenmaße y und Y 
sowie Zeitmaße x und X an verschiedenen Nullpunkten beginnen, deren Messungen aber in 
folgenden Punkten übereinstimmen: (I) die Zeitintervalle zwischen zwei Ereignissen sind für 
o und O dieselben, also X = x + k; (II) die Geschwindigkeitsdifferenzen sind für o und O 
dieselben, also V=v+v,d.h. Y=wx+y+ c. Es entsteht, wenn man die Ereignisse 
(x, y) bzw. (X Y), die von o und O beobachtet werden, als Punkte einer Ebene deutet, die 
Gruppe der Affinitätten X=x+k Y=w2e+y+6 nämlich die sogenannte Gruppe der 
Grenzbewegungen der isotropen Ebene, deren Invariantentheorie somit nach den Annahmen 
(I) und (II) in kinematischer Weise gedeutet werden kann. Einfache Änderungen der Annahmen 
(I) und (II) liefern die isotropen Umlegungen und die isotropen Ähnlichkeiten. [Bezüglich der 
Literatur über die Geometrie der isotropen Ebene vergleiche man die in dies. Zbl. 13, 220, 
47, 405 besprochenen Arbeiten des Ref.] K. Strubecker. 


Elementargeometrie : 


Goormaghtigh, R.: Sur une generalisation du th&or&me de Droz-Farny. Mathe- 
sis 62, 293—296 (1953). 

Nach dem Satz von Droz-Farny bestimmen zwei durch den Höhenschnitt- 
punkt H eines Dreiecks gelegte zueinander senkrechte Geraden auf den Seiten des 
Dreiecks drei Strecken, deren Mitten in einer Geraden / liegen. Wenn die senk- 
rechten Geraden sich um H drehen, umhüllt nach Neuberg A den Inkegelschnitt des 
Dreiecks, dessen Brennpunkte 7 und der Umkreismittelpunkt sind. Zu diesen 
Sätzen gibt Verf. folgende Verallgemeinerung: Die Schwerpunkte der Schnittpunkte 
zweier rechtwinkligen Geraden durch einen beliebigen Punkt P mit den drei Geraden- 
paaren, gebildet aus je einer Seite und der zugehörigen Höhe, liegen in einer Geraden J. 
Drehen sich die beiden Geraden um P, so umhüllt A einen Kegelschnitt, dessen 
Brennpunkte P und der Mittelpunkt des Feuerbachschen Kreises sind, dessen große 
Achse dem Umkreisradius und dessen Quadrat der kleinen Achse, bis auf das Vor- 
zeichen, der Potenz von P bezüglich des Feuerbachschen Kreises gleich ist. 

M. Zacharias. 

Vredenduin, P. G. J.: Das orthozentrische Vierflach. Euclides, Groningen 
28, 268—276 (1953) [Holländisch]. 

Verf. führt die Analogie zwischen dem Tetraeder mit Höhenschnittpunkt und 
dem Dreieck durch. Ausgehend von dem Satz, daß gleiche Seitenflächen kongruent 
sind, ergeben sich die vier Arten orthozentrischer Tetraeder: a) Zweiseitig gleich- 
flächige, mit mindestens zwei kongruenten Seitenflächen, b) dreiseitig gleich- 
flächige, d. h. regelmäßige dreiseitige Pyramiden, c) doppelt-zweiseitig gleichflächige 
d) regelmäßige, in denen alle Seitenflächen kongruent sind. Es folgen Sätze über 
Bedingungen der Gleichflächigkeit, über die Analoga der Eulerschen Geraden und 
des Feuerbachschen Kreises. Den Schluß bildet das Analogon des pythagoreischen 
Satzes für das rechtwinklige Tetraeder: Die Summe der Quadrate der Inhalte der 
Kathetenflächen ist gleich dem Quadrat des Inhalts der Hypotenusenfläche. Auf 
die vielen weitergehenden Analogien, die V. Thebault in zahlreichen Arte 
entwickelt hat, geht Verf. nicht ein. M. Zacharias 


Thebault, Vietor: Tetra&dres suppl&mentaires. Mathesis 62. 289—293 (1953) 

Zwei Trieder D(x y2) und D(x’ y' 2’) heißen supplementär, wenn jede Kante de 
einen auf einer Fläche des andern senkrecht steht (©_L y'z’,...). Werden sie d h 
eine beliebige, nicht durch D gehende, Ebene geschnitten, die die Kanten x 3 
in A, B, C und X, Y; z’in A’, B', C' trifft, so heißen die beiden Tetraeder T — DABC 
und (D) = DA’B’C" supplementär. Einem Tetraeder ABCD sind vier supplementär 
Tetraeder (4A), (B), (C), (D) zugeordnet. — Die Dreiecke ABC und A'B’C' der Tet : 
eder T und (.D) sind zugleich homolog (= perspektiv) und ortholog (d.h. die Der 
von den Ecken jedes von beiden auf die entsprechenden Seiten des anderen he 


| 
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je durch einen Punkt). Die Fußpunktkugeln aller Punkte der Geraden DO (bzw. DO') 
bezüglich des Tetraeders (D) (bzw. T) gehen durch den Fußpunkt D’ der gemein - 
samen Höhe DD’ der Tetraeder T und (D) [O, 0° Umkugelmittelpunkte der Tetraeder 
T und (D)]. Ist das Tetraeder 7 orthozentrisch (d. h. besitzt es einem Höhenschnitt- 
punkt), so gilt dasselbe von dem supplementären Tetraeder (D), und umgekehrt. 
M. Zacharias. 


Bilo, J.: Sur les tötraödres pseudoparalleles. Mathesis 62, 297—303 (1953). 

Wenn die Parallelen durch die Ecken eines Tetraeders ABCD zu den Medianen 
eines zweiten Tetraeders A, B, 0, D, einer Regelschar angehören, so gilt dasselbe 
von den Parallelen durch die Ecken von A, B, €, D, zu den entsprechenden Medianen 
von ABCD. [Medianen eines Tetraeders sind die Eckenlinien durch den Schwer- 
punkt des Tetraeders.] Zwei solche Tetraeder nennt Verf. pseudoparallel. Er unter- 
sucht besonders die Bedingungen gewisser Entartungen der Regelscharen und den 
Fall zweier zugleich homologen (= perspektiven) und pseudoparallelen Tetraeder. 
Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür ist, daß das Perspektivitäts- 
zentrum mit den Schwerpunkten der beiden Tetraeder in einer Geraden liegt. 

M. Zacharias. 


Guillotin, M. R.: Courbes assoeiees ä un quadrilatere. I, II. Bull. Soc. roy. 
Sei. Liege 22, 327—340, 396—404 (1953). 

I. Dati quattro punti complanari, A, B, C, D,si consideri il quadrangolo ABCD, costituito 
dalle rette AB, BC,CD e DA. Si dice allora quadrangolo podario di un punto, M, rispetto ad 
ABCD, il quadrangolo PQRS, che ha per vertiei i piedi delle perpendicolari condotte da M alle 
rette AB, BC,CDe DA. Il Guillotin, nella prima parte del suo studio, esamina il caso in cui 
il quadrangolo PQRS sia circoscrivibile ad un cerchio, e trova che il luogo dei punti M peri 
quali cid accade & costituito da una curva dell’ottavo ordine (in generale irriducibile), passante 
quattro volte per i punti ciclici. Qualora i punti ABCD stianosopra un medesimo cerchio, (O), 
il luogo predetto si abbassa di ordine, e risulta composto da due eubiche circolari, I} e I,. D’A 
s’indugia a lungo ed abilmente ad indagare le proprietä delle curve I} e T',, soprattutto nei loro 
rapporti con il quadrangolo ABCD (attraversamenti ortogonali della IT, e della 7’, in punti collegati 
a quel quadrangolo; orientamento dei loro asintoti propriedi altre particolari tangenti rispetto alle 
bisettrieidi ABC D:ece.),e con certe coniche (cerchi, parabole, iperbole equilatere) sempre definite 
in relazione ad ABCD. Si nota, fra l’altro, che i vertiei A, B,C,D sono fuochi tanto per la !} 
quanto per la I',; si studiano i quadrangoli aventi per vertici i punti di contatto delle tangenti 

„condotte da Oalle due cubiche, si riconosce che ammettono lo stesso triangolo diagonale di 
ABCD e risultano iscritti in (O);ece. La seconda parte € invece dedicata al caso in cui il quadran- 
golo podario di M sia iserittibile. Il luogo descritto da M quando si verifica questa circostanza © 
ora dato dalla cubica, I‘, hessiana di una particolare rete di iperbole equilatere. Si tratta delle 
iperbole equilatere che tagliano armonicamente le tre diagonali del quadrangolo ABCD. La I 
& eircolare, ma non & la piü generale fra le cubiche di questo tipo. El’A. ne dä varie caratterizza- 
zioni, anche rispetto alle diverse possibilitä di sostituire ABCD con altri quadrilateri, e a talune 
sue proprietä d’invarianza. Si determinano poi aleuni elementi della I’e se ne riconoscono numerose 
proprietä. La trattazione viene svolta prevalentemente per via sintetica: quando ci si vale del 
procedimento analitico, si ricorre alla coordinata del piano rappresentativo della variabile com- 
plessa. In tal modo i molti risultati si conseguono con rapiditä ed eleganza, anche se V’esposizione, 
spesso eccessivamente concisa, rende la lettura poco agevole a chi non abbia particolare dimesti- 
chezza con quest’ordine di ricerche. — II. Indichiamo con d,,d,, d,,d, i lati di un quadrangolo, 
ABCD, sopra i quali sia fissato un orientamento. Allora le polari dei centri dei eicli tangenti alle 
terne (d,, dz, dy), (di, da, dy), (di, da, du), (d,, d,, d,), rispetto ai cerchi coniugati al triangoli formati 
da quelle stesse terne, sono coneorrenti (V. Thebault). L’A. considera gli otto punti a cui si 
perviene cambiando in tutti i modi possibili i sensi degli assi d,, d,, dy, d,, e riconosce che si trovano 
sopra una conica, H, facente parte di una rete di coniche su cui VA. si & soffermato a lungo nella 
Nota precedente: si tratta delle iperbole equilatere che tagliano armonicamente le tre diagonali 
del quadrangolo di partenza ABCD. Della H vengono mostrate varıe proprietä, tra le quali 
appaiono notevoli quelle che riguardano il suo centro, ın relazione con particolari punti (del 
Miquel), cerchi (degli ortopoli delTh&bault) e curve (ipoeicloide tricuspide), legatialq uadrangolo 
ABCD. Nella trattazione si fa ricorso a coordinate baricentriche o complesse (riferite in modo 


particolare), a seconda che le une o le altre meglio convengono alla natura dell’argomento. 
j L. Campedell. 


Lampariello, Agostino: Area di un quadrilatero in funzione dei lati. Periodico 
Mat., IV. Ser. 31, 314—317 (1953). 
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Williams, W. L.: A pentagon theorem. Amer. math. Monthly 60, 616—617 
1953). | 
In jedem ebenen Fünfeck P,P,P, P,FP;* st E Day ua Du sa 2 
ee Dt Je: + D, 2.14 Di. 2 u3 (==1,2,3, 3, DE RAN zu erset- 
zen durch 1% Ei 374 2 we Inhalt des Dreiecks P, P, P:)- M. Zacharias. 


ir, 
Haantjes, J.: Einige kinematische Beweise in der Geometrie. Euclides, Gro- 
ningen 28, 131—141 (1953) [Holländisch]. 3 
Aus Betrachtungen der ebenen Kinematik werden elementare Sätze gewonnen, 
z.B.: Setzt man auf die Seiten eines konvexen Vierecks nach außen rechtwinklig 
gleichschenklige Dreiecke auf, so bilden die neuen Ecken ein Viereck mit recht- 
winkligen Diagonalen. W. Blaschke. 


Hadwiger, H.: Lineare additive Polyederfunktionale und Zerlegungsgleichheit. 


Math. Z. 58, 4—14 (1953). % 

Es bezeichnet G = (D, T) die Bewegungsgruppe im k-dimensonalen euklidischen Raum R, 
die sich als das Produkt aus der vollen Translationsgruppe 7 und einer Gruppe D von Drehungen 
um einen festen Punkt O ergibt; ist D, die volle Drehungsgruppe um O, dann bedeutet @, = (DT) 
die volle Bewegungsgruppe in R. — Zwei Polyeder A und B, die sich in einer Transformation 
aus @ entsprechen, werden als @-gleich (A B) bezeichnet; @,-Gleichheit bedeutet somit Kon- 
gruenz schlechthin und 7-Gleichheit die Deckungsmöglichkeit durch Translationen. — 4 und B 


n n 
sind @-zerlegungsgleich (AB) für A= N A, B= > BB, A,D Doreen 
v„=1 ‚—- 


und @-zerlegungsgleich modulo Z(A = B(mod Z)), wenn es zwei eigentliche Zylinderpolyeder 
U und V gibt, fürde A+ U=B-+YV gilt. Es ist dann und nur dann A B (mod Z), wenn 
für alle G-invarianten, additiven und linearen Polyederfunktionale (4) =g(B) gilt. Die for- 
male Lösung des Zerlegungsproblems ergibt sich aus der Möglichkeit der eindeutigen Darstellung 
eines Polyeders A = X p- T; (mod Z) in einer Zerlegungsbasis modulo Z von Basispolyedern T;, 


T 
wobei sich die Summation in jedem individuellen Fall auf bloß endlich viele Glieder reduziert. — 
Für die Translationsgruppe 7 wird durch Rekursion eine vollständige Lösung des Darstellungs- 
problems gegeben. Im allgemeinen Falle einer Bewegungsgruppe @ = (D, T) gelingt eine for- 
male Reduktion auf den translationsinvarianten Fall. Eine explizite Lösung wird durch diese 
Reduktion dann erzielt, wenn der Drehteil D von @ eine endliche Gruppe ist, wie dies im Falle der 


durch Inversionen und Translationen erzeugten Gruppe 7 in den Räumen einer geraden Dimen- 
sion zutrifft. R. Inzinger. 


Algehraische Geometrie: 


Spampinato, Nieolö: Punti fondamentali e semifondamentali di una trasfor- 
mazione birazionale di un S, supereomplesso. Ricerche Mat. 2, 3—25 (1953). 

L’A. considere une algebre A definie dans le corps num6rigque complexe, commu- 
tative, doude de module, irröductible, A rn unites. L’ensemble des groupes der +1 
nombres it, as» + +, Ur; de A constitue l’espace S, nume6rique associe ä A. En 
supposart les nombres zw repr6sentes par des matrices carrdes d’ordre n, la carac- 
teristique des wu est par definition celle de la matrice (1, ti, - Un): LA. con- 
sidere les transformations birationnelles dans le S, ainsi defini Tl existe des points 
fondamentaux et semifondamentaux. Un point est fondamental si les coordonndes 
de son homologue sont nulles; il est semifondamental si la matrice de ces coordon- 
ndes est de caracteristique inferieure An. L’A. &tudie la distribution de ces points. 

L. Godeaux. 

Spampinato, Nicolö: Le eurve ellittiche diun S, supercomplesso. Ricerche Mat. 

2, 204—240 (1953). 


Verf. betrachtet hier einen Raum S,, in welchem die r+1 homogenen Koordinaten der 
Punkte hyperkomplexe Zahlen sind; diese Zahlen können als Matrizen n-ter Ordnung aufgefaßt 
werden, die in der Matrizendarstellung einer Algebra n-ter Ordnung auftreten. Im Raume S, kann 
man elliptische Kurven wie im komplexen Raume definieren; man kann sie durch parametrische 
Gleichungen analytisch darstellen; und in diesen Gleichungen treten sogenannte elliptische 
Funktionen eines hyperkomplexen Parameters auf, welche eine „Verlängerung“ der üblichen 
elliptischen Funktionen des komplexen Gebietes im hyperkomplexen Gebiete sind. In dieser 


115 


es eg Verf. zunächst die elliptischen und normalen Kurven 3. Ordnung in 
er hyperkomplexen Ebene; und dann betrachtet er insbesondere die vier Fälle der bidualen, tridu- 
alen, n-dualen und tripotentialen Zahlen ; für jeden Fall studiert er die geometrische Abbildung, in 
einem geeigneten komplexen Raume, der entsprechenden elliptischen hyperkomplexen Kurven 
3. Ordnung. So können die Punkte einer elliptischen €® der bidualen Ebene auf 00° Geraden 
eines komplexen fünfdimensionalen Raumes eineindeutig abgebildet werden; diese 00° Geraden 
erfüllen eine V3, Ort von oo! Ebenen; solche Ebene erhält man aus zwei homographischen 
ebenen Kurven 3. Ordnung (in zwei linear unabhängigen Ebenen), indem man jeden Punkt 
der ersten mit der Tangente an der zweiten im entsprechenden Punkt verbindet. — Die ellip- 
tische 03 einer tridualen Ebene gestattet eine ähnliche Abbildung in einem komplexen S;, wo 
drei homographische ebene Kurven 3. Ordnung in drei linear unabhängigen Ebenen gegeben 
sind; verbindet man jeden Punkt einer dieser Kurven mit den Tangenten der beiden anderen 
in den entsprechenden Punkten, so hat man oo! Räume S$,, die eine V5° erfüllen; auf dieser V}? 
gibt es 0° Ebenen, die die Punkte der tridualen 0? abbilden. — Die Abbildung einer n-dualen 
ebenen 0? ist jetzt eine unmittelbare Verallgemeinerung. — Die komplexe Abbildung einer ebenen 
tripotentialen C® ist viel komplizierter; sie besteht, in einem komplexen S,, aus 003 Ebenen, die 
sich auf oo! 8,-Kegel 2. Ordnung verteilen und die eine V3 erfüllen. E. Togliatti. 

Derwidu6, L.: Sur la reduetion des singularit6s d’une variete algebrique. M&m. 
Soc. Roy. Sci. Liege, IV. Ser. 13, 1—41 (1953). 

Verf. zeigt, daß man eine Mannigfaltigkeit V der Dimension v, die auf einer singularitäten- 
freien Mannigfaltigkeit U der Dimension v + 1 liegt, stets auf eine singularitätenfreie Mannig- 
faltigkeit V’ birational abbilden kann, und zwar läßt sich die Transformation aus endlich vielen 
„elementaren Transformationen“ zusammensetzen. Ist m die höchste in den Singularitäten 
von V vorkommende Vielfachheit, so löst Verf. zunächst die m-fachen isolierten Punkte, dann 
die singulären Punkte der m-fachen Mannigfaltigkeiten höherer Dimension auf V, dann die 
m-fachen Kurven, die eindimensionalen Singularitäten der m-fachen Mannigfaltigkeiten höherer 
Dimension auf usw. Es ist dabei zu beweisen, daß man mit endlich vielen Schritten zum Ziele 
kommt und daß nicht durch einen späteren Schritt n-fache Elemente einer Art neu hervortreten, 
wie sie bei früheren Schritten bereits aufgelöst sind. — Verf. betrachtet dazu ein lineares System 
W von v-dimensionalen Mannigfaltigkeiten auf U, die sich in den Singularitäten wie die 
(m — 1)-ten Polaren verhalten und dort einfach sind [regulär-assoziiertes Verhalten von der 
(m — 1)-ten Art]. W schneidet auf V ein lineares System (v — 1)-dimensionaler Mannigfaltig- 
keiten w aus. Diese w haben eine geringere Dimension als V, und über sie kann man dann 
das Induktionsverfahren führen. Wenn bei einem Schritt m nicht abnimmt, weil m-fache 
Nachbarmannigfaltigkeiten nun eigentlich werden, so nimmt doch die Vielfachheit der Schnitt- 
mannigfaltigkeit von wund W ab. Sobald sie kleiner als m wird, wird auch die Vielfachheit von 
V kleiner. Damit ist das Abbrechen des Verfahrens gesichert. — Verf. hat damit eine Frage 
gelöst, um die man sich seit 80 Jahren bemüht hat. O.-H. Keller. 

Segre, Beniamino: Sulla totalitä delle varietä algebriche razionali di uno spazio 


complesso. Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 8, 374—377 (1953). 

Une variet6 d’un espace projectif complexe est dite röelle ou rationnelle si ’on peut la 
repr&senter par un systeme d’&quations dont les coefficients sont des nombres reels, ou rationnels. 
Sin est la dimension de l’espace, l’A. montre par recurrence qu’il est possible de d&terminer n 
nombres reels x; algebriquement ind&pendants, en sorte qu’aucune hypersurface rationnelle 
ne contienne le point (1, z,), d’oü resulte par projeetion quiln’y a aucune vari6te rationnelle 
pure passant en ce point. Puis PA. &tablit par l’absurde, que s’il existe un point P reel simple 
d’une V, algebrique rationnelle et irreductible, dans tout voisinage de ce point appartenant & 
V, existe un autre point r6el Q tel que tout variete algebrique rationnelle y passant contient 
toute la V,. Soit alors p une variete alg&brique pure rationnelle d’ordre m et dimension d, sur 
Vensemble des vari6tes de 8, ayant les caracteres m et d, les transformees homographiques de p, 
forment une variet6 irreductible rationnelle, dont le point Pimage de p est, simple, rel et rationnel; 
on peut determiner un autre point Q ayant la propriete precedente; la transformation. homo- 
graphique faisant passer de PäQ aussi voisine que l’on veut de Videntite permet de deduire de p 
une variet& q reelle sans points communs avec toute vari6t€ rationnelle de Sn de dimension 
d’<n-—d (par Vabsurde). I en rösulte en particulier qu’il existe des espaces d, dan hir 
...,n — 1) n’ayant jamais de points communs avec une V, , rationnelle (d’ <n—d) et que 
ces S, coupent toute V, pure rationnelle (d’ > n—d) selon une variete pure de dimension 
Brenn. B. d’Orgeval. 

Permutti, Rodolfo: Sulla teoria generale dei connessi di dimensione qualunque 


e sulla base di varietä appartenenti al prodotto di varieta non lineari. Ricerche 
Mat. 2, 128—139 (1953). 


Die vorliegende Arbeit ist ein Beitrag zur Theorie der „‚connessi“, und zwar der algebraischen 
Mannigfaltigkeiten, welche auf dem Produkt von algebraischen Mannigfaltigkeiten liegen (vgl. 
Severi, dies. Zbl. 37, 226). Die Arbeit besteht aus drei Teilen: a) Es sei V, das Produkt von q 
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linearen Räumen und V, eine reine Mannigfaltigkeit auf V,. Es wird bewiesen, dab v; Durch- 
schnitt von höchstens t + 1 connessi der Dimension t— 1 ist. — b) Man beweist den Bezout- 
schen Satz für zwei connessi von komplementären Dimensionen V7, V,. (für t Hyperflächen hat 
Severi den Satz bewiesen); während des Beweises werden einige Ergebnisse des Ref. (dies. Zbl. 
40, 82) angewendet. Der Satz lautet: V,, V,;, haben im allgemeinen eine endliche Anzahl 
o r 
von gemeinsamen Punkten; diese Anzahl ist = A; tt; wo o der „numero base“ der V, auf V, 
= 

ist und A,, u; gewisse ganze Zahlen sind, welche einen bestimmten geometrischen Sinn haben. — 
c) Es werden die connessi W, auf dem Produkt er Vs von zwei irreduziblen Mannig- 
faltigkeiten studiert. Sind folgende Bedingungen erfüllt: i) h=r+s—1l, ü) die Mannig- 
faltigkeit S?_,, welche auf V, einem allgemeinen Punkt von V, entspricht, ist in einem linearen 
System veränderlich, so wird die Basis für die W, gefunden; sie besteht aus den Mannigfaltig- 
keiten P* x V,, V, x Q’, derart daß P‘ (Q’) eine Basis der Hyperflächen von V,(V,) ist. Es wird 
der spezielle Fall betrachtet, daß V, eine rationale Kurve oder Fläche ist; in diesem Fall ist die 
Bedingung ii) stets erfüllt. M. Benedicty. 

Barsotti, I.: A note on Abelian varieties. Rend. Cire. mat. Palermo, II. Ser. 
2, 236—257 (1953). 

Questo lavoro contiene un’ampia generalizzazione di un classico risultato, secondo il quale 
ogni varietä di Picard ammette un modello proiettivo privo di singolaritä e in corrispondenza 
biunivoca senza eccezioni con il parallelepipedo dei periodi. L’A. considera in generale varietä 
di gruppo (non necessariamente abeliane) relative ad un campo fondamentale k completamente 
arbitrario, giungendo ai due risultati fondamentali: I. Se V & una varietä assolutamente irri- 
ducibile sopra il campo k, e Z & una legge normale su V, esiste una varietä di gruppo @ sopra k, 
birazionalmente equivalente a V, e tale che la legge di composizione su @ & quella indotta da Z. 
Se Z & data come rappresentazione razionale (rational mapping) di V, x V, su (onto) V,, posto 
A=Z{V,}, allora @ & una varietä abeliana se e soltanto se, per ogni posto v di V, 4[v,] ha una 
componente che opera su tutta V, e su tutta V,.— Il. Se V & una varietä abeliana ad n dimen- 
sioni sopra k, con la legge di composizione Z, esiste una varietä 4 sopra k, birazionalmente 
equivalente a V, tale che se D & la legge di composizione indotta da Z su 4, A @ una varietä 
abeliana con la legge D, ed & tale che ogni punto di 4 & semplice su A. — E da notare l’estensione 
del concetto di varietä abeliana dal caso classico al caso generale di un campo fondamentale 
qualunque, di cui qui si fa uso. I risultati e i metodi dimostrativi di questo lavoro sono essen- 
zialmente basati sulla considerazione delle corrispondenze algebriche tra campi e varietä, giä 
precedentemente sviluppate dall’A. in altre sue ricerche. M. Rosati. 

Gonforto, Fabio: Sulle funzioni abeliane singolari. Atti Accad. naz. Lincei, 
Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., VIII. Ser. 14, 754—759 (1953). 

The author gives here a very simple proof of the fundamental theorem on singular abelian 
functions — due to G. Scorza [Mem. Soc. Ital. Sci., III. Ser. 19, 139—183 (1916)] — which 
gives, in a geometric form, a necessary and sufficient condition that a Riemann matrix »'”?” of 


genus p has a given index of singularity. For agiven », the real skew-symmetrie matrices M %?»?”) 
such that  M ®_, = O form a vector space over the field of the real numbers, S ., imbedded in 


the 8, 9,_,, that represents all the real skew-symmetric M’s; and the matrices obtained by them 


by the formula: (1) 29? = ioM ©_, — that are hermitian — form too a space 85 of the 
same dimension. Indeed, (1) represents an isomorphism between the M’s and the L’s, and 
consequently a homeomorphism between S and 8”, so that the set IC S, image of the M’s prin- 
cipal for ® is homeomorphically mapped on a set I’C 8’, which is the image of the positive 
definite Z’s. "The consideration of the mapping S — 8’ leads the author to study in a simple 
way some topological properties of the set I” — which is convex — and of its boundary; these 
properties, considered on /, lead immediately, first to express geometrically the conditions for 
a matrix o'”'?” be a Riemann matrix of genus p, and secondly to the proof of Scorza’s theorem 
in the following form: the index of singularity of a Riemann matrix "is kif and only if S, 

n 


contains a rational space S;, through the origin, which intersects the set I. M. Rosati. 


‘Nakai, Yoshikazu: On the independeney of differential forms on algebraie 
varieties. Mem. Coll. Sci. Univ. Kyoto, Ser. A 28, 67—80 (1953). 

This paper is the second report of the author on differential forms on algebraie varieties in abs- 
tract algebraic geometry. He takes an arbitrary variety V in a projective space, and also a finite 
dimensional vector space 2 over the universial domain K of differential forms on V of the same 
degree p less than the dimension r of V. The space 2 is defined over a field k, if @ has a base 
composed of differential forms all defined over k. H U isa simple subvariety of V and ifa diffe- 
rential form wis regular along U, then it induces uniquely a differential form Tr, won U. The 
main theorem is then the following: If C,, is the interseetion product of V and a generic hyper- 
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surface of degree m over a field of definition k of £2, and if m is not less than an integer depending 
on 2, then Tr,,, 18 defined on (2 and gives an injective mapping of 42 into the space of all diffe- 
rential forms on C,,- In other words if & belongs to 2, and if © #0, then Tr, „® +0. This 
theorem is very simple for p = 0, i. e., if Q isa space of functions on V. Also Tr,,, 18 injective 
for m> m, when Tr,,,, }5 injective for a (which may not be generic over k but passes 
through a generie point of V over k. By using this and also another purely algebraic lemma, 
the author reduces the general case (r > p>0) to the case of functions. J. Igusa. 

Martinelli, Enzo: Alla ricerea di nuovi integrali invarianti sulle varietä alge- 
briche. Atti IV. Congr. Un. mat. Ital. 2, 398—406 (1953). 

Recherche d’integrales gen6ralisant les integrales de formes harmoniques et 
invariantes sur une variete alg&ebrique: la voie esquissee ici semble celle suivie par 
Hodge (ce Zbl. 36, 226). P. Lelong. 

Kodaira, Kunihiko: The theorem of Riemann-Roch for adjoint systems on 
Kählerian varieties. Ann. Math. Studies Nr. 30, 247—264 (1953). 

Ein Bericht. Für eine ausführliche Behandlung desselben Fragenkomplexes 
vgl. K. Kodaira, dies. Zbl. 48, 381 und Proc. nat. Acad. Sei. USA 38, 522—527. 

A. Pfluger. 

Fano, Gino: Les surfaces du quatritme ordre. Univ. Politee. Torino, Rend. 
Sem. mat. 12, 301—313 (1953). 

Cette conference faite A Lausanne en 1943 est un expose sommaire, mais clair 
et preeis des diverses surfaces remarquables du 4° ordre et de certaines de leurs 
proprietes les plus saillantes. Une part notable est consacree aux surfaces de Kum- 
mer, Steiner et Veronöse. B. d’Orgeval. 


Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Übertragungen: 


Pan, T. K.: Variation of congruences of eurves of an orthogonal ennuple in a 
Riemannian space. Canadian J. Math. 5, 519—523 (1953). 

Let },|(h=1,2,...,n) be the unit tangents to n congruences of an orthogonal 
ennuple in a Riemannian space. Let ( be another fixed congruence of curves. The 
author investigates the rate of change of cosine of the angle between two congruences 
A,|, A,| of the ennuple, when the first is displaced locally and the second parallely 
along (C'. Some theorems are given which generalize classical results corresponding 
to the case in which (' belongs to the ennuple. ,. A. Santalo. 


Efremovid, V. A.: Nachbarschaftsgeometrie Riemannscher Mannigfaltigkeiten. 
Uspechi mat. Nauk 8, Nr.5, 189—191 (1953) [Russisch]. 

Bericht (ohne Beweise) über einige Eigenschaften Riemannscher Mannigfaltig- 
keiten als infinitesimale Räume im Sinne des Verf. (vgl. dies. Zbl. 42, 167; 46, 163). 
Z.B. ist unter gewissen zusätzlichen Voraussetzungen die geeignet erklärte Wachs- 
tumsordnung des Inhalts der Kugel als Funktion des Radius eine infinitesimale 
Invariante der Mannigfaltigkeit. Hieraus folgt, daß der hyperbolische Raum H" 
und der euklidische Raum E" für n 22 nicht äquimorph sind. Die infinitesimalen 
Eigenschaften der universellen Überlagerung einer geschlossenen Mannigfaltigkeit 
sind topologische Invarianten dieser Mannigfaltigkeit. Z. B. kann eine Mannig- 
faltigkeit mit lokal-euklidischer Metrik nicht zu einer solchen mit hyperbolischer 
Metrik homöomorph sein. Es gibt zur Ebene homöomorphe Flächen, die zu keiner 
Rotationsfläche äquimorph sind. E. Burger. 


Tomonaga, Yasuro: Note on Betti numbers of Riemannian manifolds. I, I. 
J. math. Soc. Japan 5, 59—64, 65—69 (1953). 


L’A. indique certaines applications du the&or&me de Bochner-Lichne rowiez sur les 
nombres de Betti d’une variet& riemannienne compacte orientable. D’apres ‚Bochner, si la 
forme quadratique R;; f ff est non negative, les 1-formes harmoniques sont & derivee covariante 
nulle. Plus göneralement, si la forme quadratique r 
er) [Rags +3 (pP UV Ri] aaa M==f) N 
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est non nögative, il en est de m&me pour les p-formes harmoniques. Si la forme quadratique 
(*) est definie positive, iln’ya pas de p-forme harmonique. En introduisant. le tenseur d’Ein- 


stein, ’A. montre que si le scalaire Q = Rn—yY R,; R'3 — R?/n est partout non nögaen 
R,;f f est non negative et les conclusions du theoreme pr&ceedent s’appliquent. A Vaide du 
tenseur de courbure, il construit plus generalement un scalaire jouissant de la meme propriete 
relativement & la forme (*). Deux variantes de cet &nonce sont aussi donnees. WE A . donne 
une extension du th&oreme de Bochner-Lichnerowicz sous la forme suivante: sur la variete rie- 
mannienne V,, soit A,, un tenseur symeötrique determinant une forme quadratique dee 
positive. Si la forme quadratique (4,,; R’, — 3 A4;,) ie f* est partout non negative, 1es 
1-formes harmoniques sont & derivee covariante nulle. Si elle est definie ie n’ya pas 
de 1-forme harmonique. L’A. utilise en particulier un tenseur de la forme A; = 9; ‚@ +0) 
et montre ainsi que les conclusions pr&cedentes peuvent &tre deduites de l’existence d’un sca- 
laire o = 0 tel que 


1 


340?/o < R/n — VR;; R'’ — R®/n (resp. <). 
Une &tude analogue est döveloppee pour les p-formes harmoniques. A. Lichnerowiez. 


Teleman, €.: Les groupes transitifs de mouvement des espaces de Riemann V;. 
Acad. Republ. popul. Romäne, Studii Cerc. mat. 4, 503—521, russ. Zusammen- 
fassg. 521—523 u. franz. Zusammenfassg. 524—526 (1953). 

Teleman, C.: Sur les espaces symötriques V;. Acad. Republ. popul. Romäne 
Is Cerc. mat. 6, 193—200, russ. Zusammenfassg. 201 u. franz. Zusammenfassg. 
[| 201—202 (1955). E 

On considere la classification des espaces V, a groupe transitif de mouvement en utilisant la 
classification des groupes orthogonaux & 5 variables donne parM&dici et on &tudieen chaque cas 
si ces groupes peuvent etre des groupes de stabilitE d’un espace V, ä groupe transitif de mouve- 
ment. L’affirmation faite dans le premier travail que le groupe G, 

of Pi 


4) X=X,+2X,, r—y3 At Ag + Az, Z=V3 Is - Au rl, I,;,= a Br, 


peut @tre groupe de stabilit€ seulement pour les espaces V, euclidiens est corrigee dans le second 
travail ot l’on ötudie les espaces V, symetriques qui possödent le groupe (1) comme groupe de 
stabilite. Le groupe G, de mouvement de ces espaces peut &tre consider suivant Cartan comme 
le groupe qui change les coefficients d’une conique par une transformation projective et PA. 
montre que ce groupe possede un sous-groupe simplement transitif @,, r&elsi la courbure de l’espace 
V, est negative. Cela permet de trouver la metrique des espaces V, ä courbure negative et ä de- 
montrer que par chaque couple de points P,Q passe une seule g&odösique.  @. Vränceanu. 

Lichnerowiez, Andr&: Espaces homogenes kähleriens. Colloques internat. 
Centre nat. Rech. Sci. 52, 171—184 (1953). 


Une variete riemannienne de dimension 2» est dite pseudo-kählerienne si elle admet une 
forme differentielle extörieure de degre 2 partout de rang 2n, & derivee covariante nulle. U 
est tout d’abord montre qu’une variöte riemannienne V,, est pseudo-kählerienne, (resp. pseudo- 
kählerienne & courbure de Ricci non nulle), si et seulement si le groupe d’holonomie homogene 
restreint o,, defini par les rotations qu’induit le transport parallöle le long des lacets homotopes 
a zero d’origine x, est contenu dans le groupe unitaire U (n) [(resp. unitaire unimodulaire SU (n)]. 
Soit maintenant V „homogene kählerien“, c’est ä dire s’identifiant au quotient 6G/H d’un groupe 
de Lie par un sous-groupe ferm6, tel que les translations de @ laissant invariante une structure 
analytique complexe kählerienne de G@/H. Les translations de H induisent dans l’espace tangent 
au point reprösentant H un groupe lindaire H, le groupe lindaire d’isotropie. L’A. etablit que si 
la composante connexe de @ dans H est irreductible dans le reel et si la courbure de Ricci de G/H 
est non nulle, alors G/H est hermitien symötrique au sens de E.Cartan; cela s’applique en parti- 
culier aux domaines bornes homogenes de ©" et apporte une r&eponse partielle A un probleme bien 
connu de E.Cartan. Le reste du M&moire est prineipalement consacre au theoreme suivant: 
Si@et H sont compacts eonnexes et si @/H est homogene kählerien, alors H est le centralisateur 
d’un tore. [Rem.: M. Goto, ce Zbl. 56, 398; J. Tits, ce Zbl. 55, 383, etlerapp. (Proc. nat. Acad. 
Sci. USA 40, 1147—1151 (1954) ont indöpendamment montr& que r&ciproquement les quotients 
@G/H, @ compact connexe, H centralisateur d’un tore, sont homogenes kähleriens, et m&me 
algebriques.] | A. Borel. 

Bochner, S.: Structure of complex spaces. Ann. math. Studies Nr. 30, 189— 201 
(1953). 

Verf. hat folgende Fragen betreffend die Struktur komplex analytischer Mannig- 
faltigkeiten angegriffen oder behandelt: Separabilität; hinreichende Bedingungen, 
damit ein reeller Raum mit einer nicht-singulären Hermiteschen Metrik komplex- 
analytisch sei; Starrheit komplex-analytischer Mannigfaltigkeiten; genügend viele 
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inabhängige holomorphe Tensordichten bedingen die Existenz einer Kählerschen 

trik; Uniformisierung; komplex-analytische Mannigfaltigkeiten mit algebraischen 
gularitäten, automorphe Funktionen. A. Pfluger. 

f Kodaira, K.: On a differential-geometric method in the theory of analytie 

 stacks. Proc. nat. Acad. Sci. USA 39, 1268—1273 (1953). 

d In the application of sheaf-theoretic method, it is always of fundamental importance to 
know that certain cohomology groups appearing in the cohomology sequence are zero. In this 
paper the author, following an idea of Bochner, gives a general criterion for the vanishing of 
a certain class of cohomology groups which appear in connection with various problems: Let 
be a compact Kähler variety of complex dimension n and let F be a complex line bundle over v 

 Srhose structure group is the multiplicative group of complex numbers. Moreover let 2°(F) be 
the sheaf over V of germs of holomorphie p-forms with eoeffieients in F and let H* (V;Q”(F)) 
be the g-th cohomology group of Y with eoeffieients in Q°’(F). The characteristic class c(F) 
‘of F is an integer cohomology class of V of dimension 2. I£ the coefficient ring is extended to the 
field of real numbers, e(F) is represented by a real closed form y of type 1,1): y= (Ja) 
N X,s dz* dz®. In general the real vector space of forms of type (1,1) on V is partially ordered 
by means of their coeffieients hermitian matrices in an obvious manner. The main criterion 
asserts that H°(V; Q?(F)), hence also H"*(V:Q"”(—F)) by Serre’s duality, vanishes for 

ı<sg<n, if c(F) contains a „sufficiently large‘ real closed form of type (1,1). Here the 
requirement on the form is expressed in terms of Ricei and curvature forms of the Kähler metric 
on V. Therefore the condition is universal for all F. Furthermore in case P=, ie, LoR 

H°(V;Q”(F)) and H"*(V;Q°(—F)), the condition does not depend even on the metric, 

and simply asserts that c(F) contains a positive real closed form of type (1,1). Finally if K 

is the „‚canonical bundle‘“ over V, on account of the isomorphism D(F)> Qr(F—K), tbe 


e 
 eondition of H°(V;Q%XF))=0 for 1<g<n asserts that c(F) — c(K) contains a positive 
"real closed form of type (1,1). J. Igusa. 
s Kodaira, K. and D. €. Spencer: On a theorem of Lefschetz and the lemma of 


u, 
—— 


Enriques-Severi-Zariski. Proe. nat. Acad. Sci. USA 39, 1273—1278 (1953). 

In this paper the authors prove a general theorem which contains a theorem of Lefschetz 
and the so-called lemma of Enriques-Severi-Zariski as special cases. Let V be a compact 
Kähler variety of complex dimension n and let S be a nonsingular algebroid subvariety of complex 
dimension n — 1. This determines a complex line bundle [8] in a natural way. Also let F be 
an arbitrary complex line bundle over Y. Let p bea point of S, and let z!,...,z* be local para- 
meters of V at p such that $ is represented by 2! = 0 around p. If n is an element of the stack 
of QP(F) [cf. above review] at p, it can be written uniquely in the form n = nt + de... LE 
F, is the restrietion of F on S, the restrietion 7’ of n! toS is shown to be an element of the stack 
of QP(F,) atp. The correspondence r': 7’ maps Q»(F) onto QP(F,). The authors give 
a suffieient condition such that the associated homomorphism r’*: H* (7, Q(F)) > H° Sr (F3)) 
is an isomorphism into or onto according as p+q=n— 1or p+q<n-1. The condition 
isthe same as the one which the first named author gave for the vanishing of H«(V, 2? (m [S]—F)) 
for m =1,2,... [ef. above review]. It is surely satisfied if the dual eohomology class e($) = 
e([S)] of $ contains a sufficiently large real elosed form of type (1,1). A theorem of Lefschetz 
to the effect that the restrietion map H°(V,Cy)—H° (8, C) isan isomorphism into or onto 
according as s=n— 1lor s<n— 1 isa consequence of the above for F=0. Here C is the 
field of complex numbers. Also if V is a nonsingular projective model and if D is a divisor on V, 
then by taking as S a general hypersurface section of V of sufficiently high order and by putting 
F=[D], the lemma of Enriques-Severi-Zariski, i.e.. the isomorphism H°(V, 2° (| D))) = 
H® (8, 2° ([D]s)), is derived. Finally by putting 

def (F/S) = dim H%(8, 2, (F,)) — dim r’*H° (V, 2» (F)), 
it is shown that def ([8]/$) is at most equal to the number of linearly independent holomorphic 
linear differential forms on VY and the extremal value is attained if the cohomology class 
e([8]) — e(K) contains a positive real closed form of type (1,1). Here K is the canonical bundle 


over V. J. Igusa. 
Davies, E. T.: Sur la thöorie invariante des transformations de contact. Collo- 
ques internat. Centre nat. Rech. Sei. 52, 11—15 (1953). 
Sehouten und Haantjes haben 1936 (dies. Zbl. 13, 366) gezeigt, daß sich 
_ die Finslersche Geometrie und die Cartansebe Geometrie der Hyperflächenelemente 
(notion d’aire) auffassen lassen als Spezialfälle einer Geometrie, die von einer Funk- 
tion L(x, u) ausgeht, wo x die Koordinaten symbolisiert und « eine ko- oder kontra- 
variante Vektordichte beliebigen Gewichtes. Es wird nun gezeigt, daß sich diese 


u 
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umfassende Geometrie auffassen läßt als eine Geometrie in einer X3„in V2„, deren 


Verbindungsgrößen BE und C# bestimmten Bedingungen genügen. Die sodann in 
V,,„ auftretendenden Transformationen sind Kontakttransformationen dritter Art 
(vgl. Schouten-v.d. Kulk, Pfaff’s problem (dies. Zbl. 33, 369), S. 224), und 
damit ist der Anschluß erreicht an Eisenhart, der 1948 (dies. Zbl. 30, 219) zeigte, 
daß die Finslersche Geometrie sich mittels Kontakttransformation auf die Riemannsche 
zurückführen läßt. J. A. Schouten. 

Katsurada, Voshie: On the parallel displacement of subspaces in an affinely 
connected space. Tensor, n. Ser. 3, 1—12 (1953). 


Let R, be an n-dimensional Riemannian space with the fundamental tensor g;; and consider 
a parametrized curve of class O(® (9 > M) given by the equation =* = x (f). Then the quantity 


. M E M (M-x-ß) . R M M\ i 
defined by 9,5; = ) 9; is an extensor, where we have put ei 4 = aM ad! 
for M>&+ Pf, =0 for M<x + ß and the number at the right shoulder of g;, denotes the 


M 
frequency of differentiation with respect to £. We can construct from g,,,,; the extended Chri- 


stoffel’s symbols just in the same way as ordinary ones. Making use of these, the author once 
defined her notion of parallel displacement of ares (Of. Katsurada, this Zbl. 49, 120). In the 
first part of this paper, she studies properties of her parallelism of curves obtaining several 
theorems. An example: If two curves CO, and C, are parallel, then the length of tangent vectors 
dxi/dt and dxi/dt at corresponding points of C, and O, are equal to each other and (, and C, have 
equallengths. In the second part of the paper, she considers an affinely connected space Z, with 


the connection parameter T',. Then she takes an m-dimensional surface x’ = x (w!,..., uw") 
and defines the extended connection parameter defined by . 
db(B) i cp) &x d(ß) ciy) —,i 
* ch 
T 5; ala) k 2 Ö, (B) Öay) T, kla(x— B—y 


where we have put 
b(ß) DRS bg REN. a h 
ge ... mn /a \ _ " 
2) E a, On, dag)? T am =. Tjeu ı 9u :-.-.Ou =, 


and a,b,c, a,b,,...etc. run over 1,2,...,n. Making use of this connection parameter, she 
defines her notion of parallelism of surfaces too. S. Sasaki. 

Abramov, A. A.: Eine Formel vom Gauss-Bonnetschen Typus für Pontrjagin- 
sche Tensorfelder. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 93, 737—758 (1953) [Rus- 
sisch ]. 

Die 2g-Vektoren //;,...x,., die sich nach Pontrjagin [Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. Ser. 43, 95 (1944)] aus der Krümmungsgröße einer 4, formen lassen, 
sind offenbar rotationsfrei. Es wird zunächst angegeben, wie sich mit Hilfe der IS 
i. B. auf ein anholonomes Bezugssystem (Rh) ein (2q — 1)-Vektorfeld über einer 
X, in 4, bilden läßt, dessen Rotation der Schnitt von IT;,...%,. mit X, ist. Dieser 
Schnitt ist natürlich ebenfalls rotationsfrei. Das gleiche läßt sich machen für die 
p-Vektoren ©;,...r,„, die sich nach dem Pontrjaginschen Verfahren aus den 
2q-Vektoren // für verschiedene Werte von q durch alternierende Multiplikation 
Multiplikation mit einer Konstanten und Addition zusammenstellen lassen. Es sei 
nun der Zyklus O,_, die Begrenzung von D,C A,. Dann kann man das Feld X bilden, 
En a der Schnitt eines der Felder ® mit D, ist. Sodann ist.die Differenz 

er Volumintegrale von D über D, und von X übe ängig v 7 
Übertragung N „, und der Wahl des bei en a2; ee 
„a U S ion verwendeten anholonomen 
Bezugssystems. Nimmt man für D, einen Zyklus 0, so ist das Integral von ® bei 
hinreichend glatten Änderungen von I“, invariant. Aus einer früheren Arbeit des- 


selben Verf. (dies. Zbl. 44, 369) folgt noch, daß dies die einzigen mittels p-Vektoren 
konstruierbaren Invarianten sind. J. A. Schouten 


| Barthel, Woldemar: Über eine Parallelverschiebung mit Längeninvarianz in 
lokal-Minkowskischen Räumen. I, II. Arch. der Math. 4, 346— 354, 355— 365 (1953). 
m I. Considering a Finsler space F,, as a locally Minkowskian space the author uses Busemann’s 
as inition of area in Minkowskian spaces (this Zbl. 29, 353) as a local measure of area inF_. In 
a previous paper (this Zbl. 51, 396) the author had established certain properties of this measure; 
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hese are re-written for F,. The equations for the geodesies are derived in their usual form, and 
using Busemann’s definition for the eurvature x of a eurve (this Zbl. 40, 375) it is shown that 
for geodesies this curvature vanishes. The normal eurvature of a curve (€ of a hypersurface 2 of 
F, is defined as x multiplied by the Minkowskian sine corresponding to the osculating plane of 
C and the tangent hyperplane of £. This normal eurvature is represented by the quotient of 
two funetions, both homogeneous of degree two in the components of the tangent vector to 
©. It is shown that when the numerator vanishes the geodesies of X coincide with those of 
F,„. — U. Using the function defining the area of X the author introduces a second fundamental 
"metrie tensor of F,„ (essentially the element of support appears to be a vector density normal 
to £). From this Christoffel symbols are derived in the usual manner. By means of these the 
eovariant derivative of the unit normal to Fis derived, the covariant derivative as well as the 
second fundamental form being defined in such a manner as to lead to an analogue of Weingarten’s 
formulae. The second fundamental form is not the same as the one above. Principal direetions 
of eurvature are defined to be such that they satisfy the formula of Rodrigues. The parameters 
appearing in this relation, i. e. the prineipal radii of eurvature, are not related to the normal 
curvature as defined above. The author then studies his particular covariant derivative from 
a general point of view, by considering a veetor X* together with a veetor density, the latter 
being derived from the second fundamental tensor. He is led to the eonclusion that the coefficients 
of his connection must be functions homogeneous of degree zero in the X*, and similarly for the 
vector density. In order to determine these coefficients seven postulates are introduced, and 
following Cartan, they are found to be formally the same as those of Cartan but with different 
directional arguments when applied to covariant differentiation. Finally it is shown that when 
the space is Riemannian, the author’s parallel displacement eoinceides with that of Eng a 

. Rund. 


Petreseu, St.: Classifieation des espaces P,. Acad. Republ. popul. Romäne, 
Studii Cerc. mat. 4, 453—498, russ. Zusammenfassg. 498— 500 u. franz. Zusammen- 
fassg. 500—502 (1953). 

Petreseu, St.: La elassification des espaces Ps» & connexion projeetive. Acad. 
Republ. popul. Romäne, Bul. Sti., Sect. sfi. mat. fiz. 5, 485490, russ. Zusammen- 
fassg. 490—491 u. franz. Zusammenfassg. 491 (1953). 

Dans un autre travail (ce Zbl. 48,403) l’A.a consid6er& la classification des espaces P, sans 


eourbure. Ici on considere la classification des espaces P, ä connexion projective avec courbure 
non nulle,en utilisant lam&me möthodedes congruences, donc la recherche des invariants dugroupe 
(1) dst = Ads! + uds, d?= a ds! + Bds?, ds’ = ds’ + pds! + qds? 
oü ds!, ds? sont des formes de Pfaff ä deux variables x!, 22, les composantes Ye, YBe (@, b,c = 1,2) 
de la connexion projective se transformant par (1), d’apres des formules connues [Vränceanu, 
Legons de g&ometrie differentielle I (ce Zbl. 34, 249) p. 381]. L’A. montre que dans le cas ou la 
torsion affine t3, = Ye — Yen — Wie» oü w£, sont les coefficients des covariants bilineaires Ast de 
ds® (a = 1,2), n’est pas nulle, ou bien on peut associer & P, deux formes de Pfaff invariantes 
ds!, ds, quand, pour l’&tude des invariants de P,, on peut appliquer le thöor&me d’equivalence 
de E. Cartan, ou bien nous avons le groupe 
(2) da! = ds!, ds? = «ds! + Bde}, ds’ = ds". 
Suivant que l’on peut ou non röduire ß & V’unite, le groupe de transformation en lui m&me peut 
avoir au plus trois ou quatres parametres. Dans tous ces cas on donne des formes canoniques 
auxquelles on peut reduire la connexion de P,. L’A. considere ensuite le cas oı la torsion affine 
a isl ) artive 1. — v9, — wi), est diff6rente de zero uand l’espace 
s est nulle, mais la torsıon projective ty. = Yhe — Yed Ye ES ‚q 
peut avoir un groupe de mouvement & cinq parametres. Dans le cas des espaces P, sans torsion, 
Vespace peut posseder en dehors des groupes (2) aussi comme groupe de transformations de 
congruences ds! — dsı. ds? = ads! + de, ds’ — ds® +ds! x/2 quand legroupe de mouvement 
maximum est 
z1 = (a x! + b)/(e ar Der -—liog Alex! +d)2, Mr —o (c xt + d)! 

on A=ad-be. 4. Vränceanu. 

Eekmann, Beno: Sur les struetures complexes et presque complexes. Colloques 


internat. Centre mat. Rech. Sei. 52, 151-159 (1953). AR 
La premiöre partie de cet expos& rösume les resultats obtenus par A. Frölicher et PA. 
sur la geomeötrie differentielle des structures presque complexes. Une structure presque ER 
J est döfinie par un champ tensoriel a, verifiant afaf = — ö,; on lui associe une classe de con- 
nexions affines A dans lesquelles J est parallele. Pour qu il existe une connexion A symetrique, 
il faut et il suffit que J soit sans torison (= intögrable si J de classe C®); et pour qu il existe 
une connexion A riemannienne, ilfaut et il suffit que J soit sans torsion et admette une metrique 
kachlerienne. D’autre part la torsion de J s’exprime au moyen du commutateur [a b] de deux 
champs vectoriels «a b, les derivees &tant. des derivees covariantes dans une connexlon A. Dans la 
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deuxiöme partie l’A. donne des exemples (dus & lui-m&me et E. Calabi) de varietes ‚somplexes 
compactes n’admettant pas de mötrique kaehlörienne. Ces resultats ont &t€ exposes dans un 
mömoire (Calabi-Eckmann, ce Zbl. 51, 403). s j Jaqueline Lelong. 

Satake, Ichiro: A remark on bounded symmetrie domains. Sei. Papers College 
general Educ. Univ. Tokyo 3, 131—144 (1953). 

Une variete analytique complexe peut posseder en g@neral un grand nombre de structures 
analytiques complexes differentes. L’A. se propose ici de determiner des varietes qui possedent 
une structure analytique unique (sauf la structure conjuguee). Ce probleme est abord& pour 
les varietes homogenes d’un groupe de Lie par un sous-groupe compact, de la fagon suivante: 
Donnons-nous une structure analytique complexe sur la variete @/H (l’A. ne dit pas comment 
il se donne cette structure, mais il est clair du texte qu’il donne le nom de structure & ce que 
M. Ehresmann nomme l’atlas complet de la structure). L’espace des vecteurs covarlants It, dans 
un voisinage d’un point P € @/H se decompose dans la somme directe des espaces des vecteurs 
analytiques et anti-analytiques pour la structure donnee. Un element p€@ est une trans- 
lation de @/H, on definit sa differentielle ö, par ö,p(d, f) =d,(fo Y), oü fest une fonction 
analytique complexe et. d,, d, sont les differentielles totales aux points Pet @=_(P) respective- 
ment. Soit H, le sous-group> de @ des elements qui laissent invariant P. ö, est une represen- 
tation unitaire de H surW,. Cette representation se d&compose dans une Ö, „dans l’espace des 
vecteurs analytiques et ö,, dans l’espace des vecteurs antianalytiques. Le th&or&me de PA. 
est alors: Une condition necessaire et suffisante pour qu’il n’existe qu’une seule structure com- 
plexe sur @/H invariante par @ est que ö,, „ soit irr&ducible etnon @quivalent & ö,,,. Soit mainte- 
nant @/H un domaine symötrique borne. Les 4 grandes classes de E. Cartan satisfont aux con- 
ditions du th&or&me. Mais la representation de la prolongation naturelle compacte (A. Borel, 
Les espaces hermitiens symetriques, Sem. Bourbaki 1952) est &quivalente & ö p,, pour l’espace 
donng, et cette prolongation est espace homogene du groupe (de Lie) de tous les automorphismes 
r&els locaux de la forme complexe de @. Il s’ensuit qu’il n’existe qu’une seule structure analy- 
tique complexe sur @/H. H.Guggenheimer. 


Ehresmann, Charles: Introduetion A la th6orie des structures infinitesimales et 
des pseudogroupes de Lie. Colloques internat. Centre nat. Rech. Sei. 52, 97—110 
(1953). 


Cet article expose une partie des r&sultats de l’A. dans le domaine des fondements de la 
geometrie differentielle. Le premier paragraphe est consacr& A la notion de jet local, le second 


& celle de jet infinitesimal et aux applications. Soient E et E’ des espaces topologiques, O*(E, E’) 
l’ensemble des applications continues d’un ouvert de E dans E’. En identifiant les fonetions 
neo" (E, E’) definies et egales dans un voisinage de x on obtient un jet local j — jf de 
source & (j) = x et but B(j) = f(x). L’ensemble J? (E, E’) ce ces jets se munit d’une topologie 
pour laquelle la projeetion x: J? (E, E’) est un homöormorphisme local. Toute fE C* (E, E') 
se factorise de facon unique en f= ß> li ou (j N (x) = ji f. Les espaces de jets locaux 
possedent de nombreuses propriötös algöbriques diseutdes par l’A.,notamment dans le cas 2’ = EB. 
Ainsi s’introduisent les notions de jet inversible, de jet identique ete..... L’ensemble des jets in- 
versibles de J*(E, E’) constitue un groupoide I7* (E). A tout pseudogroupe 7’ d’hom&omorphismes 
locaux de E correspond un sous groupoide J? (T) et des groupes d’isotropie J (12). Pour toute partie 
DC 7 (E, E’) une solution ou intögrale de ® est une fe er (E, E’) definie dans un ouvert A cE 
telle que pour tout EA, j f€®. La notion de jet infinitösimal s’introduit en prenant pour E 
et E’ des varietes differentiables V,, et V,„ de classe O* et en se limitant A ensemble 0° (V,,, V,„) 
des applications teat(p, V,„) de classe C*,. D’ou l’ensemble J%* (V,,, V,„) des jets locaux 
5 ad applications. Les jets infinitesimaux d’ordre r<s ou r-jets sont des classes de jets de 
J”*(V,„, V„) eorrespondant ä des applications definies en coordonndes locales par des fonctions 
ayant m&mes deriv6es partielles jusqu’ä l’ordre r inclus. L’ensemble J"°(V,, V,„) 


de ces 
jets infinit6simaux est une varidt& de classe ©°*” munie de 


initesiman projections a: J"°(V,, 9.) > 1E> 
et ER (eV Une application fEC*(V,, V,„) definie dans A CV,„ definit un 
r-jetj,fentout EA et une fonction (£lot) 5" fr A 9° (FF) telle que ERDE 
R $ > e . v . ; = ö 

de 2 on a la factorisation f= ß° (j"f). En particulier les r-jets de R” dans V,„ de source 
DER’etbut zEV, sont appel6s p"-vitesses d’origine x; ils forment un ensemble 77, , (V,,) 
> n 


A ı T(W A ERS R A P ü 
de r&union T,(V,) quand x parcourt V„. De m&me une p"-covitesse d’origine x est un r-jet 


de V, dans R? de source x et but 0: d’oü des ens WRE de "vi 
ae Dar t 0; d’ou des ensembles T,. 9» T, (,). Les n"-vitesses h, 
gine 2 qui sont des jets inversibles sont appelees reperes en x; elles constituent des ensembles 
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. r x Stan ._. a . : 
H,WV, de reunion H’(V,). Les reperes & l’origine de R” constituent un groupe de Lie Z7, qui 
‘ R i 7 j ag io fi a *j .] as Tr 7 1a 

opere & droite sur H’(V,) et en fait un espace fibr6 prineipal dont les 77, (V,,), 7, (V„) sont 

des espaces fibres associ6s. De meme JS (V,, V„) est un espace fibre de base V„ x V„ de 

we R > R , 

groupe structural Z7, x L7, dont la fibre Z/, „est l’ensemble des r-jets de R" dans R” de source 
ra x . x . \ 

DER" et but 0ER”. Le groupe L7, opere respectivement ä droite et & gauche sur 77, (V,) et 

* Fi Sa ne . ‚2 ’ 

T7, (V,); les classes d’intransitivite sont appeldes p’-&l&ments de contact et d’enveloppe. 

Des notions analogues ä ces derniöres existent dans la thöorie des jets locaux et conduisent res- 

peetivement aux notions de germe de sous-variete et de germe de feuilletage. Les espaces LE 

’ 
Er, : \ . . ? ar: 5 N h 
gönsralisent les espaces L,, „ d’applications lineaires d’espaces vectoriels, en particulier Li 
. ’ 

r se . . . . . 

et L,', generalisent un espace vectoriel de dimension n et son dual. L’A. discute encore un 
R 

grand nombre de propriet&s de tous ces objects, par exemple pour tout groupe de Lie 7,2410) 

est un groupe de Lie. Ilsignale les notions de structure infinitösimale r&guliere, de structure 

infinit6simale non holonome. Il mentionne certaines gen£ralisations et l’existence de structures 

algebriques canoniques definies sur certaines espaces de jets, faisant le pont avec la conference 

d’A. Weil au m&me Colloque (p. 111—117). La conference de l’A. exposait des applications 

aux systömes d’&quations aux derivees partielles et aux pseudogroupes infinis de 8. Lie- 

E. Cartan non developpees dans l’article. P. Dedecker. 


Allgemeine metrische Geometrie. Konvexe Gebilde. Integralgeometrie: 


Seherk. P.: A remark on eurves of order n in n-space. Trans. Roy. Soc. Canada, 
Sect. III, III. Ser. 47, 35—36 (1953). 

Es wird gezeigt: Jede Kurve € von n-ter Ordnung im (reellen) projektiven Kt, 
ist gleichmäßig approximierbar durch (überall) differenzierbare Kurven n-ter Ord- 
nung. Zum Beweis wird C in hinreichend kleine Bogen B zerlegt, in deren End- 
punkten ( differenzierbar ist, und es wird jedes solche B ersetzt durch einen diffe- 
renzierbaren, zu B geeignet benachbarten Bogen n-ter Ordnung. Otto Haupt. 


Fort jr., M.K.: A eylindrieal eurve with maximum length and maximum 
height. Quart. J. Math., Oxford II. Ser. 4, 314—320 (1953). 
J.W.Green hat für die Länge L und die Höhe H einer zylindrischen Kurve 


des Durchmessers 2 die oberen Schranken LS2 V2z, 1 V2 angegeben (dies. 
Zbl. 50, 164). In Ergänzung dieser Resultate konstruiert Verf. eine Kurve, für welche 


Bb=2 y2 zx und zugleich H = y2 ist. H. Gericke. 
Kuratowski, K. et H. Steinhaus: Une application g&ometrique du th6or&me de 
Brouwer sur les points invariants. Bull. Acad. Polon. Sci., Cl. III 1, 83—86 (1953). 
En usant la notation vectorielle dans V’espace euclidien E", soit R un ensemble 
borne ä mesure n-dimensionnelle IR| = o, S un simplexe a n dimensions & faces 
F,, o un point interieur de S, A,ekE" l’ensemble des points de la forme 
Br, B=Z0, PEFi; &p +» + m des nombres tels que X + + %, = Wed 
7, la translation tel que r, 0 = P- Alors ilexisteun pe€ R tel que „4; rn RBl=00. 
Un theor&me analogue est valable pour un espace compact plus general, dans lequel 
une mesure est definie. A. van Heemert. 


Vincensini, Paul: Sur certains ensembles deduits des ensembles d’ares de cerele 


ou de calottes spheriques. Bull. Sci. math., II. Ser. 77, 120—128 (1953). 
Die Arbeit ist angeregt durch einen Satz von Horn (dies. 7Zbl. 35, 108): Wenn auf einem 
Kreis I’ eine Menge von Bogen gegeben ist, die zu je zwei einen Punkt gemeinsam haben, s0 
existieren auf [’ zwei diametrale Punkte, so daß jeder Bogen der Menge wenigstens einen dieser 
Punkte enthält. Verf. beweist: Wenn auf einem Kreis I’ eine Menge von Bogen gegeben ist, die 
zu je drei einen Punkt gemeinsam haben, so existieren auf J’ une ndlich viele I aare VON (das 
Wort diametral fällt hier weg) Punkten, so daß alle Bogen den einen oder anderen I unkt irgend- 
eines der Paare enthalten. Der Satz wird hier und im folgenden durch Anwendung eines Satzes 
von Helly-Radon-Banach bewiesen, wobei man jeweils zur nächst höheren Dimension auf- 
steigt. Er läßt sich auf beliebig viele Dimensionen ausdehnen. Im nächsten Fall z. P. betrachtet 
man statt Bogenmengen eines Kreises Kalotten einer Kugel und fordert, daß sie zu je vier einen 
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Punkt gemeinsam haben. Der Satz läßt sich, wenn man stereographische Projektion zu Hilte. 
nimmt, natürlich auch für Bereiche auf einer Geraden, Ebene, Hyperebene aussprechen. End- 
lich wird bemerkt, daß er topologischen Charakter hat, also statt für Bogen eines Kreises für 
solche einer beliebigen einfachen geschlossenen Kurve formuliert werden kann. E. Rembs. 
Schoenberg, I. J.: On a theorem of Kirzbraun and Valentine. Amer. math. 
Montly 60, 620—622 (1953). i 
Vor.: Es sei E, der k-dimensionale euklidische Raum. Ferner seien x, x,;€ Ex 
i=1,...n, mit (U) |; — | < x; — 2 .j=l.- m — Beh (A) Haben die 
abgeschlossenen Vollkugeln K, mit den Zentren x,und den Radien r,, also |r—x,|<r,, 
i=1,...,n, einen nicht leeren Durchschnitt, so auch die Kugeln | — | <a 
i=1,...,n.— (B)Zu beliebigem p€EE, existiert p €eE, mit |" — x;| < |p—2;|, 
i=1,...,n. — Dabei sind (A) und (B) gleichwertig. Für diese bekannten Sätze 
[M. D. Kirzbraun, dies. Zbl. 9, 39; andere Beweise bei F. A. Valentine, Bull. 
Amer. math. Soc. 49, 100—108 (1943), Amer. J. Math. 67, 83—93 (1945); E. J. Mick- 
le, dies. Zbl. 32, 214] gibt Verf. einen neuen kurzen Beweis. Gedankengang: Die 
Funktion f(x) = Max (|x«— x;||p— x;|, i=1,...,n) besitzt ein absolutes Mini- 
mum, etwa für p.. Dann genügt p’ der Beh. (B). Dabei ist 0.B.d.A. p=#z, 
w=1,...,n, angenommen. Otto Haupt. 
Few, L.: The double packing of spheres. .J. London math. Soc. 28, 297—304 
(1953). 
A system of spheres of equal radii is said to form a packing (or a double packing) 
if no point of space belongs to two (or three) different spheres of the system. Let ö 
and ö, be the densities of the closest packing and double packing of spheres in R,. 
The author shows that the sum of the squares of the distances between any four 
centres of a double packing of spheres of radius 1 is at least 16. By use of this result 
and Blichfeldt’s density method for estimating ö, heshows thatö, <(n + 2) (3/4)®I?, 
The author shows that, if the radii of the spheres of a packing are increasing by the 


factor y4 '3, then the enlarged spheres form a double packing. He deduces that 
De En €. A. Rogers. 

e Fenchel, W.: Convex cones, sets and functions. (Logistic Project Report.) 
Princeton: Department of Mathematics, Princeton University 1953. (Multilith.) 
152 p. 

Das Buch vermittelt einen sehr guten Überblick über alle jene Eigenschaften 
konvexer Kegel, Punktmengen und Funktionen in endlich-dimensionalen Räumen, 
wie sie iinmer wieder gebraucht werden; das Gewicht liegt dabei auf solchen Er- 
gebnissen, die in der Spieltheorie und auf Programmierungsprobleme anwendbar 
sind. Bemerkenswert ist die Art, wie die Dualität der Konvexität im projektiven 
Raum behandelt "und wie zu einer konvexen Funktion eine Konjugierte (mittels 
einer Polarität) eingeführt wird. G. Aumann. 

Klee jr., V. L.: On a theorem of Bela Sz.-Nagy. Amer. math. Monthly 60, 
618—619 (1953). 

Im euklisdichen E, seien M’, M” beschränkte, einen festen Punkt O in ihrem Inneren 
enthaltende, abgeschlossene und konvexe Punktmengen. Dann gilt nach B. Sz.-Nagy [vgl. 
St. Vineze und P. Szüsz, dies. Zbl. 44, 377]: Die „radiale“ Projektion p von M’ auf M’” ist 
(ein-eindeutig und) dehnungsbeschränkt (Definition von p: Es sei M; bzw. M’' der Rand von M’ 
bzw. von M”, ferner sei x = p(x/) für solche x; € M’ und x” € M", die auf der gleichen 
von O0 ausgehenden Halbgeraden liegen; dann bildet » das Intervall [0, x;] linear ab auf das 
Intervall [0, x/]). — Verf. zeigt: Der Satz ist wörtlich richtig allgemein für jeden linearen 
genormten Raum (statt nur für E,). Der (kurze) Beweis ergibt sich aus elementaren Eigenschaften 
der Distanzfunktion F (x) eines konvexen Körpers [wobei bekanntlich 0 < F(x) und F(e)=0 
nur für =(, Fitx)= tF(x) für t>0, Fe +Yy)<Fle)+ f(y)|. Verf. bemerkt, daß 
BEN Ergebnisse des Ref. (dies. Zbl. 47, 154) durch seine Methode ebenfalls erhalten werden 
SODDEN., a SM Otto Haupt. 

Radziszewski, Konstanty: Sur un problöme extrömal relatif aux figures in- 
serites et eirconserites aux figures convexes. Ann. Univ. Mariae Curie-Sklodowska 
Sect. A 6, 5—15, polnische und russische Zusammenfassg. 15—17, 17—18 (1953). 
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Ergebnisse: 1. Jeder eigentliche Eibereich vom Flächeninhalt F enthält ein Rechteck 
vom Flächeninhalt F, so, daß 2F, > F ausfällt. Im Falle eines Dreiecksbereichs gilt nur das 
Gleichheitszeichen. 2. Jeder eigentliche Eikörper vom Volumen V, der wenigstens eine Symmetrie- 
ebene besitzt, enthält ein gerades Parallelotop vom Volumen V,so, daß 9P/, > 2V ist. 3. Jeder 
Eikörper vom Volumen V ist in einem geraden Parallelotop vom Volumen V, enthalten, wobei 
r,=6V ausfällt. Beweismethode: Verf. verwendet den sog. Schüttelungsprozeß, wobei er 
zunächst die Existenz von schiefen Parallelogrammen bzw. Parallelotopen sicher stellt, die 
der behaupteten Inhaltsbedingung genügen. Durch passende Ausnutzung der Halbstetigkeit 
von Größen, die von einer Drehlage abhängig sind, schließt er auf die Existenz der entsprechenden 
geraden (rechtwinkligen) Figuren. H. Hadwiger. 


Hammer, Preston €. and Andrew Sobezyk: Planar line families. II. Proc. 
Amer. math. Soc. 4, 341—349 (1953). 

The study of „outwardly simple“ families of straight lines in the plane (that is families of 
non-parallel lines covering the exterior of some circle simply), begun by the authors previously 
(this Zbl. 51, 135), is carried further. The authors show how these families can be so represented 
in a cartesian coordinate system that they are characterized by means of continuous periodic 
functions satisfying certain Lipschitz conditions. „Turning points“ and „contact points“ of 
the family are introduced; they form together the envelope of the family, if the family has an 
envelope, and a natural generalization of the envelope otherwise. This generalized envelope is 
shown to have zero measure. If three lines of an outwardly simple family form a triangle, then 
at least three (two) lines of the family pass through each interior (boundary) point of the triangle. 
The sets of points of the plane through which there pass exactly 3k, or infinitely many, lines 
of the family, have measure zero. Interpretations of the results and instructive examples con- 
clude the paper. B.H. Neumann. 


Topologie: 


Krishnan, Viakalathur S.: Closure operations on c-structures. Nederl. Akad. 
Wet., Proc., Ser. A 56, 317—329 (1953). 

Verf. bezeichnet Mengen mit einem System von Operatoren als b-Strukturen. Sind noch 
weitere Relationen (z. B. Halbordnungen, Topologien) auf der b-Struktur definiert, so heißt sie 
eine c-Struktur. Für viele Typen von -Strukturen ist eine Darstellung als subdirektes Produkt 
(s. P.) von c-Strukturen anderer Typen bekannt, z. B. distributive Verbände als s. P. von Ketten, 
reguläre Verbandsgruppen als s. P. totalgeordneter Gruppen, vollständig reguläre Räume als 
s. P. reeller Intervalle. Verf. stellt zunächst die einfachsten Sätze über b- und c-Strukturen und 
über b- und c-Homomorphismen als „Axiome“ voran und untersucht dann alle Hüllenoperationen, 
die sich mit Relationen wie „A ist isomorph zu B“, „A ist Unterstruktur von B“ u.a. in der 
Familie aller Typen von Strukturen definieren lassen. Als Resultat ergibt sich, daß die Darstell- 
barkeit einer c-Struktur einer Typs ?ı als s. P. von Strukturen eines Typs 7, stets äquivalent ist 
mit der Darstellbarkeit als Durchschnitt von c-Strukturen auf derselben b-Struktur des Typs T; 
und mit der Darstellbarkeit als Limites gerichteter Klassen endlicher Produkte und Durchschnitte 
von c-Strukturen der Typs T.- P. Lorenzen. 

Whyburn, G. T.: A unified space for mappings. Trans. Amer. math. Soc. 74, 
344350 (1953). 

L’A. montre qu’une application queleonque d’um espace de Hausdorff dans 
un autre est la restrietion d’une certaine application propre (une application est 
dite propre, si l’image r&ciproque de tout compact est, elle aussi, compacte). Soit 

‘ ’ 
f: X>7’ ’application donnee; nous pouvons supposer que x = 0. L’A. 
introduit une topologie dans ensemble Z= X v Y comme suit: Soit UCZ 
ouvert, äUnX, Ur Y le sont, et si, de plus, rHK)n (X - U) est compact, 
quel que soit le compact KL YO U. (Si fest propre, Z est la somme topologique 
de X, Y, bien etendu.). Il existe alors une retraction propre T: Z #> Y(sizeX, 
r(2) = f(@)). Pi X et Y sont localement compacts (söparables, meötriques), Z est 
regulier (separable meötrique, et f est topologiquement ‘quivalent A la restrietion 
r|X) I. Färy. 

Katötov, M.: Correetion to „On real-valued functions in topological spaces“. 
[Fund. Math. 38, 8591 (1951)]- Fundamenta Math. 40, 203—205 (1953). 

Das am Schluß des Referats in dies. Zbl. 45, 257 erwähnte Lemma ist nicht korrekt und 
wird durch zwei andere Lemmata ersetzt; die Ergebnisse der Arbeit werden dadurch nicht be- 
einträchtigt. 
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Nakamura, Masahiro: On a lemma of Sunouchi and Yano. Ködai math. Sem. 
Reports 1953, Nr. 4, 127—128 (1953). h 

The authors generalize a lemma, due to Sunouchiand Yano, on the covering 
of the eircumference of a circle, to abstract spaces. K. Chandrasekharan. 

Tominaga, Akira: On extensions of a metrie. J. Sci. Hiroshima Univ., Ser. A 
17, 185—191 (1953). 

Verf. beweist folgende zwei Sätze: (1) Es sei A ein regulärer Raum mit abzähl- 
barer Basis; ferner sei die Teilmenge F von R ein metrischer Raum, der isometrisch 
ist zu einer abgeschlossenen, beschränkten Teilmenge 7‘, des euklidischen E,. Dann 
existiert eine beschränkte Erweiterung der Metrik von F auf R. — (2) Es sei X ein 
lokal kompakter, regulärer Raum mit abzählbarer Basis und F eine abgeschlossene 
Teilmenge von R; ferner sei F ein metrischer Raum, der isometrisch ist zu einer ab- 
geschlossenen, nicht beschränkten Teilmenge T,, des euklidischen E, (wobei auch 
T,= E, einbegriffen ist). Dann existiert eine Erweiterung der Metrik von F auf 
R. — Die Beweise bedienen sich im wesentlichen der Methode von Urysohn [Math. 
Ann. 92, 275 ff. (1924)] und zielen auf die Konstruktion einer topologischen Ab- 
bildung des R in W,x W,, bzw.in E,x W,, wobei W, bzw. Wein Würfelin E,, 
bzw. der Fundamentalquader des Hilbertschen Raumes ist. Otto Haupt. 

Est, W. T. van und Hans Freudenthal: Vollständige Regularität und Nor- 
malität in ihrer Bedeutung für ein Kompaktheitskriterium. Nederl. Akad. Wet., 
Proec., Ser. A 56, 409—411 (1953). 

Berichtigung zu einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 43, 381): das dort angegebene 
Kompaktheitskriterium gilt für normale Räume. Hier wird ein vollständig regulärer 
Raum konstruiert, in dem jede stetige Funktion mit unterer Grenze (0 eine Null- 
stelle besitzt, ohne daß der Raum kompakt ist. I. Fary. 

Novak, J.: On the Cartesian produet of two compact spaces. Fundamenta 
Math. 40, 106—112 (1953). 

The solution of a problem of Öech (1938) announced in 1949 is given: There 
exist two compact spaces whose Cartesian product fails to be compact. Let N be 
the set of allnaturals and P(N)its Cech bicompactification. A direct proof is given 
of the fact that the cardinality of every infinite closed subset of B(N) is Next, 
two compact subsets A, and A, of (N) are constructed which have the properties 
An A;=N, AUA,=P(N). Itis shown that A, x A, is not compact. As 
to the Cartesian product of two compact spaces, one of which is bicompact, it is 
stated that this is compact. A. van Heemert. 

Morita, Kiiti: On spaces having the weak topology with respect to elosed cover- 
ings. Proc. Japan Acad. 29, 537—543 (1953). 

Definitionsgemäß besitzt der topologische Raum X die schwache Topologie 
bezüglich einer Überdeckung {A,}, falls die Vereinigung jedes Teilsystems Ay} 
im x abgeschlossen und jede Teilmenge dieser Vereinigung, deren Durchschnitt 
mit jedem A; in A, offen ist, in U A, offen ist. Z. B. besitzt jeder OW-Komplex 
im Sinne von J.H.C. Whithehead (dies. Zbl. 40, 387) die schwache Topologie 
bezüglich der aus den abgeschlossenen Hüllen seiner Zellen bestehenden Über- 
deekung. Verf. beweist: Ist jedes A, (vollständig oder perfekt) normal, so ist es 
auch X; ist jedes A, metrisierbar, so ist jede Teilmenge von X parakompakt und 
perfekt normal. Daraus folgt, daß jede Teilmenge eines CW-Komplexes para- 
kompakt und perfekt normal ist. T. Ganea. 
re Kiiti: On the dimension of produet spaces. Amer. J. Math. 75, 205— 223 

Die Ungleichung dim Xx Y<dim X + dim Y wird in folgenden Fällen 
See - -_ Del ist ein S-Raum, 2. X und Y sind beide voll normal, während Y 
nn 5 lokal kompakt ist, 3. X ist ein abzählbar parakompakter normaler Raum, 
während Y metrisierbarund lokal kompakt ist. Die genauere Gleichung dim X x Y 
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— dim X + dim Y wird in folgenden Fällen bewiesen: 1. X ist voll normal, lokal 
kompakt, und es gilt dim X > 0, während Y voll normal mit dm Y=1 ist, 
%. X ist voll normal mit dim X > 0, während Y ein lokal endliches Polyeder mit 
dim Y > 0 ist. Dabei soll dim R< n bedeuten, daß jede endliche offene Über- 
deekung von R eine Verfeinerung von einer Ordnung <n + 1 besitzt. 

T. Ganea. 

Toulmin. G. H.: Uniform dimension and the produet theorem. Quart. J. Math., 
Oxford II. Ser. 4, 198—203 (1953). 

Ist X ein topologischer Raum, {@} ein System offener Teilmengen von X und 
YCX, so wird Dim YIa=—1 dann und nur dann gesetzt, wenn Y leer ist; 
Dim Y/{@} < n wird dann und nur dann gesetzt, wenn {YnG} eine Basis für 
Y ist und Dim 8, (FnQH{AR <n—1 für jedes @ gilt. Mit By(A) wird die 
Begrenzung von A in Y > 4 bezeichnet. Die uniforme Dimension Dim Y wird nun 
als der kleinste Wert von Dim Y/{@} für alle zulässigen Systeme {@} definiert. 
Für separable metrische Räume wird gezeigt, daß uniforme und gewöhnliche Di- 
mension übereinstimmen. Mittels des eingeführten Begriffes der uniformen Dimen- 
sion gibt Verf. einen Beweis des Produktsatzes Dim X x Y< Dim X + Dim Y, der 
sich auf den Summensatz nicht stützt und deshalb in der Untersuchung trans- 
finiter Dimension verwendet werden kann. T. Ganea. 

Strother. Wayman L.: On an open question concerning fixed points. Proc. Amer. 


math. Soc. 4, 988-993 (1953). 


Es werden Abbildungen betrachtet, die jedem Punkt x eines Raumes X eine 
Teilmenge F(x) eines Raumes Y zuordnen. Für solehe Abbildungen F wird im 
Anschluß an frühere Untersuchungen (vgl. z. B. S. Banach und S. Mazur, dies. 
Zbl. 13, 82) ein Stetigkeitsbegriff eingeführt, der in dem Spezialfall, daß F eine 
gewöhnliche Abbildung f auf Punkte f(x) von Y ist, mit der gewöhnlichen Ste- 
tigkeit übereinstimmt. Eine Abbildung f(x) heißt Spur von F(x), wenn stets 
Hz) EF(x).-— % wird Fixpunkt bei einer stetigen Abbildung F(x) von X in X ge- 
nannt, wenn z,€F(x,). Von dem Raume X wird gesagt, er habe die Fixpunkt- 
eigenschaft (F,), wenn jede Abbildung F(x) von XinX mindestens einen Fix- 
punkt x, besitzt, dagegen er besitze die Fixpunkteigenschaft (f,), wenn jede Ab- 
bildung f(x) mindestens einen Fixpunkt besitzt. — Folgendes wird beweisen: Eine 
stetige Funktion F(r) braucht keine stetige Spur zu besitzen. Eine beschränkte 
abgeschlossene Strecke aus reellen Zahlen hat die Eigenschaft (F,), dagegen hat 
ein Quadrat der reellen Ebene nicht die Eigenschaft (F,,) [wohl aber natürlich die 
Eigenschaft (f,)]; ebensowenig wie der allgemeine Tychonoff-Würfel einer Dimen- 
sion > 2. Die Frage, ob mit X und Y auch X x Y die Eigenschaft (F',) hat, wird 
in negativem Sinne entschieden; die entsprechende Frage für (f,) wird im Titel 
der Arbeit als offen bezeichnet. Für zwei spezielle Klassen von Funktionen F (x) 
wird die Existenz von Fixpunkten bewiesen, und zwar in der Weise, daß zu F(x) 
eine Spur f(x) mit Fixpunkten konstruiert wird. Wolfgang Franz. 

Kinoshita, Shin’ichi: On some eontraetible eontinua without fixed point pro- 
perty. Fundamenta Math. 40, 96—98 (1953). 

Es wird ein einfaches Beispiel angegeben für ein in sich zusammenziehbares 
Kontinuum A mit einer stetigen Selbstabbildung ohne Fixpunkte. Weiter wird 
gezeigt, daß auch für den Kegel (A, a) über A von einem Punkt a aus stetige Selbst- 
abbildungen ohne Fixpunkte existieren. Damit wird eine von K. Borsuk aufge- 
worfene Frage beantwortrt. w olfgang Franz. 

Burgess, €. E.: Continua which are the sum of a finite number of indecomposable 
continua. Proc. Amer. math. Soc. 4, 234—239 (1953). 

Ein Kontinuum K heiße echte Summe (finished sum) von Kontinuen einer 
Kollektion G, wenn K Summe von G, aber keine Summe von echten Teilkollektionen 
von@ist. Ein Kontinuum X heiße unzerlegbar unter dem Index n, wenn K echte Summe 
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von n Kontinuen, aber keine echte Summe von nr — 1 Kontinuen ist. Bewiesen 
werden u. a. folgende Sätze: 1. Wenn ein kompaktes Kontinuum Ä unzerlegbar unter 
dem Index n ist, so gibt es nur eine Kollektion von unzerlegbaren Kontinuen mit der 
echten Summe X; 2. Ein kompaktes Kontinuum Ä ist dann und nur dann unzerleg- 
bar unter dem Index n, wenn K echte Summe von n unzerlegbaren Kontinuen und 
irreduzibel um irgendwelche n Punkte ist. H. Terasaka. 

Hamstrom, Mary-Elizabeth: Concerning webs in the plane. Trans. Amer. math. 
Soc. 74, 500—513 (1953). 

Ein kompaktes Kontinuum X wird eine W,„-Menge (n > 1) genannt, wenn es 
eine Familie # von n Kollektionen Z, i=1,2,...,n) gibt derart, daß (i) jedes 
Z,= {K,,} eine stetige Zerlegung von K in Kontinuen X,, bildet und baum- 
artig ist im bezug auf seine Elemente K,, ,, (ii) für jede Wahl von A, =1,2,...,n) 
NK; ,, nicht leer, und zwar total unzusammenhängend ist. Bewiesen wird, daß eine 
von zwei konzentrischen Kreisen begrenzte ebene Ringfläche und jede ebene Zelle 
für jedes n >1 W,-Mengen sind, und daß es eine W,-Menge gibt, die keine W,- 
Menge ist. Ferner wird eine W,-Menge W,,-Menge genannt, wenn jede Kollektion 
Z, eine stetige Kollektion zueinander fremder stetiger Kurven ist, und eine Charak- 
terisierung einer ebenen W5-Menge angegeben. H. Terasaka. 

Hamstrom, Mary-Elizabeth: Concerning certain types of webs. Proc. Amer. 
math. Soc. 4, 974—978 (1953). 

Bewiesen wird der in der Diss. der Verf. [s. vorsteh. Ref.] ohne Beweis be- 
_ hauptete Satz, daß es eine W,-Menge M gibt, deren äußere Begrenzung .J sechs 
Grenzpunkte B(M) — J enthält, daß aber für jede W,-Menge M die äußere Be- 
grenzung J nicht sieben Grenzpunkte von B(M) — J enthalten kann. 

H. Terasaka. 

Harrold jr., 0. G. and E. W. Moise: Almost locally polyhedral spheres. Ann. 
of Math., II. Ser. 57, 575—578 (1953). 

Une sphere S plongee dans R3 est dite localement polyedrale en un de ses 
points p, s’il existe un voisinage de p dans lequel S est un polyedre. Designons par 
A, B les deux composantes connexes de complömentaire de S dans R3 compactifie; 
si 85 est localement polyedrale en tous ses points sauf au plus un, alors A et B sont 


simplement connexes et l’une des adherences A, B au moins est une vraie boule: 
si S est polyedrale en tous ses points, sauf au plus trois, !’un au moins des domaines 
A, B est simplement connexe. Des exemples dus & Artinet Fox montrent que ces 
resultats ne peuvent &tre ameliores. R. Thom. 


Floyd, E. E. and M.K. Fort jr.: A charaeterization theorem for monotone 
mappings. Proc. Amer. math. Soc. 4, 828—830 (1953). 

The authors prove that a mapping of the 2-sphere onto itself is monotone if 
and only if it has a continuous extension which maps the interior of the sphere 
homeomorphically onto itself. I. Fary. 


Alexandroff (Aleksandrov), P.: Zur kombinatorischen Topologie der nicht- 
abgeschlossenen Mengen. Mat. Sbornik, n. Ser. 33 (75), 241—260 (1953) [Russisch ]. 

Die Hauptschwierigkeit beim Beweis des allgemeinen Dualitätssatzes des Verf. [vgl. (auch 
wegen der Bezeichnungen) dies. Zbl. 33, 133] liegt im Beweis der Isomorphie 69’ A = DPA. Die 
hierzu benötigten Überlegungen über kanonische Triangulationen und Überdeekungen werden 
vom Verf. in der vorliegenden Arbeit noch einmal zusammengestellt, und es wird gezeigt, daß 
die genannte Isomorphie Spezialfall eines allgemeinen Invarianzsatzes für Homologiegruppen 


ist. Nachdem die Isomorphie ö6”4A DPA bewiesen ist, folgt der allgemeine Dualitätssatz 
(A,MW_V%B,W) (die Gruppe F%B wurde ].c. mit V*B bezeichnet) in wenigen Schritten 
durch Anwendung des Dualitätssatzes von Alexander-Pontrjagin PO WAY, B). 
Ganz analog erhält man, wenn man nicht von den Homologiegruppen A?(o,, X) (die a A 
führen), sondern von den Kohomologiegruppen V?(o,, 8) [die analog zur Gruppe V?(A, 8) 
führen] ausgeht, die Isomorphie V®(A,8) > A%4B,B). Dies ist ein Spezialfall des Dualitäts- 
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satzes von Sitnikov (dies. Zbl. 43, 383), nämlich der Fall einer Koeffizientengruppe, die sich 
bikompakt topologisieren läßt. Trotz der Dualität in den Beweisen ist (auch Re mic 
nannten Spezialfall) der Dualitätssatz von Sitnikov schärfer als der von Verf., denn die Gruppe 
ö6°(A, X) ist nicht zur (geeignet topologisierten) Gruppe Y”(4, 8) selbst dual, sondern nur zur 
Vervollständigung einer gewissen (topologisierten) Faktorgruppe von V”(A, 8). — Weiterhin 
gibt Verf. einige Ergänzungen und Verbesserungen zu seiner früheren Arbeit (l. c.), insbesondere 
wird die Fassung des zweiten Dualitätssatzes für Kompakten revidiert. Ferner wird bewiesen, 
daß die folgende Eigenschaft für beliebige Teilmengen AC S" topologisch invariant ist: Zu 
jeder Umgebung A von A existiert eine Umgebung 7’CA, so daß jeder p-Zyklus aus A’ in A 
nullhomolog ist. Schließlich wird gezeigt, daß der dimensionstheoretische Hindernissatz des 
Verf. für r-dimensionale Mengen ACS”, den Sitnikov (dies. Zbl. 45, 165) auf nicht-abge- 
schlossene Mengen übertragen hat, wobei er allerdings einen neuen Zyklen- und Berandungs- 
begriff heranzieht, auch für die gewöhnlichen Zyklen und Homologien mit kompakten Trägern 
gilt, falls A ein r-dimensionales Kompaktum enthält, insbesondere also für Fo-Mengen A. 
E. Burger. 

Hashizume, Yoko and Fujitsugu Hosokawa: A note on exactness theorem. 
Math. Japonicae 3, 41—44 (1953). 

The authors give a proof to the fact that the Wallace-Spanier cohomology 
theory (E. H. Spanier, this Zbl. 35, 248) [which is known to be equivalent to 
the Cech cohomology theory based on infinite coverings (ef. C.H. Dowker, this 
Zbl. 46, 404)] satisfies the exactness axiom. Their proof is more algebraic or for- 


mal than Spanier’s. K. Morita. 

Fadell, Edward R.: Identifications in singular homology theory. Pacific J. 
Math. 3, 529—549 (1953). 

Reprenant des recherches de T. Radö (ce Zbl. 43, 169, 170) et P. V. Reichel- 
derfer (ce Zbl. 46, 405) sur les identifications non-essentielles dans le complexe 
singulier de Radö, l’A. definit une identification non-essentielle & partir de l’homo- 
morphisme barycentrique et de l’application du complexe de Radö dans le com- 
plexe singulier d’Eilenberg. Cette identification comprend les identifications de 
Radö et de Reichelderfer (avec lesquelles elle pourrait d’ailleurs eoincider). Elle 


conduit aussi & une identification non-essentielle dans le complexe singulier d’Eilen- 
berg. @G. Hirsch. 


Baum, Walter: Die Nullwegegruppe und ihre Verallgemeinerungen. Compositio 


math. 11, 883—118 (1953). 

Die Arbeit schließt an bekannte Untersuchungen von H. Hopf (dies Zbl. 27, 95) über den 
Zusammenhang zwischen Fundamentalgruppe © und 9.dimensionaler Bettischer Gruppe eines 
topologischen Komplexes an. Die von ihm eingeführten und in ihrer geometrischen Bedeutung 
erkannten Bildungen &* = (%, 3)/(&, R) und G*= [N R/E; N), wobei & in einer 
Faktordarstellung 5/R einer freien Gruppe % nach einer Relationengruppe R angenommen ist 
und die runden Klammern die Kommutatorbildung bezeichnen, werden hier in gewissem Sinne 
auf beliebige Dimensionen verallgemeinert. — Der zusammenhängende Komplex K liege in 
endlicher Simplizialzerlegung vor. Eine simpliziale Abbildung einer n-Sphäre in den n-dimen- 
sionalen Gerüstkomplex K,„ von K heißt eine Sphärode und, wenn sie auf jedem n-Simplex von 
K den Grad Null hat, eine Nullsphärode. Zwei Nullsphäroden heißen v-homotop auf K, wenn 
sie sich unter Festhaltung eines Punktes auf K so ineinander deformieren lassen, daß auch die 
Zwischenabbildungen Nullsphäroden sind. Die so entstehenden Äquivalenzklassen der Null- 
sphäroden bilden bei der gewöhnlichen Definition der Multiplikation die n-dim ensionale Null- 
sphärodengruppe yn(K). Sie ist für n > 1 ebenso wie die n-dimensionale Hurewiezsche 
Homotopiegruppe II" (K) abelsch. Für n=1 ist Y1(K) = 6* im obigen Sinne. — Die alge- 
braische Struktur von 7" (K) läßt sich wie folgt beschreiben. Der Kern des natürlichen Homo- 
morphismus von II" (K") auf die n-dimensionale Homologiegruppe von K" sei T"(K*). Die 
Untergruppe von I" (K*), die erzeugt wird durch die Elemente der Form aa, wobei a und { 
auf K,„ frei homotop zueinander sind, sei IIg (K"). Ferner sei Ve (K ", K) der Kern der natürlichen 
homomorphen Abbildung von II® (K") in II"(K), und endlich sei Pg" (K„, K) die Untergruppe 
von P"(K", K), die erzeugt wird von den Elementen der Form b b=', wobei b und bin K' frei 
homotope Elemente aus P"(K", K) sind. Dann lautet das Ergebnis über die Nullsphäroden- 


ru 
BR Um (K) = Pr(Kr/Py"(K®, KR), Wr = IR" (K)/PoN(K, R). | 
Hier ist gleich die Untergruppe Y,"(K) von P" (K) angegeben, die Anlaß gibt zu der reduzier- 


ten n-dimensionalen Nullsphärodengruppe R 
Q"(K) = Y"(K)/Py (K)z Te (KJJII(K*) = 4" (KR), 
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ie besonderes algebraisches und geometrisches Interesse verdient. Für n =1 ist PUR) = 
Walk @*. QUCK ll, DE 'P" (K) und 7," (K) und damit auch 2 (& ) sind topo- 
logische Invarianten des durch Ä dargestellten Polyeders, wie in einer Beweisskizze dargetan 
wird. Dabei zeigt sich, daß die allein durch den Gerüstkomplex K” bestimmte Gruppe 2" (K) = 
2" (K") = A" (K"), die bereits in einer früheren Untersuchung von H. Hopf [Commentarü 
math. Helvet. 17, 307—326 (1944/45)] eine wichtige Rolle spielt, eine topologische Invariante 
des Polyeders A ist. — Die Nullsphärodengruppen stehen in naher Beziehung zu den von H.Hopf 
|Commentarii math. Helvet. 17, 39—79 (1944/45)] eingeführten und seitdem vielfach unteren 
ten Bettischen Gruppen ®!, 6°, . ... einer beliebigen Gruppe ©. Es ist G1— 6/(6, 6), &®_ &,*, 
8’ Q°(K). Allgemein gilt: Die Struktur von 2” (K) ist durch die Struktur der Fundamental- 
gruppe ® von K bestimmt, wenn K asphärisch in den Dimensionen rmitl<r<n ist, und 
zwar gilt dann Q*(K) Gt für n>1. Wolfgang Franz. 


Massey, W. S.: Homotopy groups of triads. Proc. Internat. Congr. Math. 
(Cambridge, Mass., Aug. 30— Sept. 6, 1950) 2, 371—382 (1952). 

Dies ist ein Bericht über gemeinsame Untersuchungen von A.L. Blakers und dem Verf. 
Die Berechnung der Homologiegruppen eines Polyeders ist ein endlicher Prozeß. Einen dazu 
parallelen Prozeß für die Berechnung der Homotopiegruppen des Polyeders gibt es nicht. Für 
die Homologiegruppen gilt die „Exeision“-Eigenschaft: „W enn er u B, dann ist der 
natürliche Homomorphismus H,(4,AN B)—>H,(X,B) ein Isomorphismus-auf“. Diese 
Eigenschaft ist für den oben erwähnten Prozeß der Berechnung von Homologiegruppen wesent- 
lich. Sie ist nicht gültig für Homotopiegruppen (man ersetzt H, durch 7t,). Verf. führt für eine 
allgemeine „Triade“ (X; A,B), [mit X3A, XIB und AnB =+ ©] Homotopiegruppen 
x,(X;4,B) ein, die im Falle X=AUB ein Maß für die Abweichung von der Exeision- 
Eigenschaft sind: Man hat nämlich die exakte Sequenz 

on (4;4,B)>n,(A,AnB)>n,(X,B)>n,(X;4,B)—.... 

Es sei insbesondere X = 8” = n-dimensionale Sphäre, A = E? = obere Halbkugel (einschließ- 
lich Äquator), B = Er = untere Halbkugel (einschließlich Äquator) und alo An B = 1 _ 
Äquator. Dann ist 7, (Z#, 8”-1) in natürlicher Weise mit 7-1 ($”-1) und x, (S", Er) mit 
x, (S”) isomorph. Bei der angegebenen speziellen Wahl von X, 4, B kommt der Homomorphis- 
mus 7, (25, 8""') > ,, (8”, E®) in der obigen exakten Sequenz vor. Er ist identisch mit der 
Freudenthalschen Einhängung E:x,_, (S"-) —>7,(8"). Es gilt der folgende Hauptsatz der 
Blakers-Masseyschen Triaden-Theorie: Es sei wieder X 4 v B; der Raum AnB sei 
zusammenhängend und einfach-zusammenhängend. Wenn ,(A,AnB=0 für pm 
und © (B, AN B)=0 für g<n (wobeim,n>2 vorausgesetzt werde), dann verschwinden 
die Homotopiegruppen 7, (X; 4, B) fürr <m-+n. Beider obigen speziellen Wahlvon X, 4,B 
erhält man unter Verwendung der angegebenen Sequenz den Freudenthalschen Satz, daß 
E: a,-, (8""") x, ($”) isomorph-auf ist für ps2n—3 und homomorph-auf ist für 
p<2n— 2. — Für die Definition der Homotopiegruppen von Triaden, die Einzelheiten der 
Blakers-Masseyschen Theorie und für die Beweise von gewissen Resultaten, die in dem vorliegenden 
Bericht nur angekündigt werden, soll auf die gemeinsamen Arbeiten von A.L. Blakers und 
W.S. Massey verwiesen werden (dies. Zbl. 42, 173; 43, 406 und die beiden nachstehend. Re- 
ferate). Der Hauptsatz wird in dem vorliegenden Bericht noch nicht in voller Allgemeinheit 
angekündigt, sondern nur für den Fall, daß der Raum X aus dem Raum A durch „Ankleben“ 
von Zellen entsteht. In dem vorliegenden Bericht wird für diesen Spezialfall die Struktur der 
Gruppe Aytmtı (N; 4, B) bestimmt. Das ist unter den Voraussetzungen des Hauptsatzes die 
erste i.a. nicht verschwindende Homotopiegruppe der Triade (X; A, B). F. Hirzebruch. 


Blakers, A. L. and W. S. Massey: Products in homotopy theory. Ann. of 
Math., II. Ser. 58, 295—324 (1953). 

Die Verff. führen den allgemeinen Begriff der Homotopieoperation ein. Das ist im ein- 
fachsten Fall eine einstellige Funktion 7, die für jeden Raum X mit zE& X und für vorgegebene 
feste 9, q die Homotopiegruppe 2,(X,2%) inn,(X,x) abbildet, und die mit Abbildungen ver- 
tauschbar ist, d.h. wenn f:(X, 2) — (Y,y) und fın,(X,2)— a,(Y,y), i=Pp oder i= q) 
dann ist 7/,=f,T. An T werden keine algebraischen Bedingungen gestellt. T braucht kein 


Homomorphismus zu sein. Entsprechend werden die n-stelligen Homotopieoperationen definiert. 


Ein Beispiel für eine 2-stellige Operation ist das bekannte Whitehead-Produkt [%, P],woa€n,(X) 
BER(A) und [a,ßle a, a-ı (X). Entsprechend werden Homotopieoperationen für relative 
Homotopiegruppen und Homotopiegruppen von Triaden definiert. Die Homotopieoperationen 
stehen in Analogie zu den von Serre (dies. Zbl. 52, 195) betrachteten Kohomologieoperationen 
Die einstelligen Homotopieoperationen von der Dimension p zur Dimension q stehen in einein- 
deutiger Beziehung zu den Elementen der Homotopiegruppe 7, (SP). Einem Element a En. (S?) 
entspricht dabei die Operation, die dem Element PEn,(X) das Element Po acn (X) zu- 
ordnet. Die Verff. definieren und untersuchen drei 2-stellige Homotopieoperationen, kurz Pro- 
dukte“ genannt. (Ein Produkt der Mengen W, B in die Menge € ist eine Abbildung A x8 RL €.) 
— 1. Mit 4 werde ein Teilraum von X bezeichnet. Verff. definieren ein Produkt von z,(4A) und 
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ir (X, A) in Ryan (X, A). Es ist bilinear für p> 1, q>2. Il. Mit (X; A, B) werde eine 
'Triade bezeichnet (X34,X3B, An B=®). Die Verff. Bank ein Produkt von 
(A, Ar B), Aa(B, A N B) in Ayıcı (X; A, B). Dieses Produkt ist bilinear für p 2, 
1! >2. II. Es sei 4 ein Teilraum von und Bein Teilraum von Y. Die Verff, definieren ein 
Produkt von n,(X, 4), ,(Y,B) in Ayıy KRT AXTUISXxXD). Die Produkte I, Il 
‚sind Verallgemeinerungen des Whitehead-Produkts. Das Produkt III steht in Analogie zu dem 
‘in der Homologietheorie bei der Berechnung der Homologiegruppen eines eartesischen Pro- 
‚ duktes vorkommenden Produkt. (Die Arbeit hat einen Anhang: Cross produets and the integral 
homology groups of a produet space.) Mit Hilfe der verallgemeinerten Whitehead-Produkte 
‚ werden Aussagen über die Gruppe Aytntı (X; A, B) bewiesen, d.h. über die erste i. a. nicht 
. verschwindende Homotopiegruppe einer Triade, die den Voraussetzungen des Hauptsatzes der 
Triaden-Theorie (siehe vorstehend. Referat) genügt. Die allgemeinste Aussage dieser Art ist ein 
Satz, den die Verff. in dieser Arbeit noch nicht beweisen, sondern der erst in der nachfolgend 
referierten Arbeit mit Hilfe von Ergebnissen von J.C. Moore (dies. Zbl. 52, 193) Dewiesen 
"wird. — Nach dem Hauptsatz verschwinden die Homotopiegruppen der Triade (Sr, Er, ir 
° bis zur Dimension 2n— 2 einschließlich (vgl. vorstehend. Referat). Ein weiterer Satz der Verft, 
; gibt einige Auskunft über die höheren Homotopiegruppen dieser speziellen Triade. 
| F, Hirzebruch. 


Blakers, A. L. and W. $. Massey: The homotopy groups of a triad. II. Ann, 


_ of Math., II. Ser. 58, 409—417 (1953). 
(Teil II, dies. Zbl. 46, 406). „The prineipal purpose of this paper is to prove a rather general 
| theorem about the homotopy groups of a triad in what may be called the „eritical dimension“, 
i.e., the lowest dimension for which the homotopy groups of a triad are non-zero. This theorem 
: may be stated roughly as follows. Let (X; A, B) bea triad such that X=AUB. In,(4,AnDB) 
—0 for p<m and 7,(B, AM B) = for gen, then the authors have shown previously that 
m(X;A,B)=0 for rsmtn under very general conditions. We now show that 
Emm (X;4A,B) is isomorphie to the tensor product, 4 (A, ANBD® mn (BAND) 
under rather general conditions. Moreover, this isomorphism is defined in a very natural manner 
| by means of a generalized Whitehead product (siehe vorstehend. Referat). This theorem in- 
eludes as special cases some results we have announced previously without proof. The proof 
| which we give below depends heavily on a recent paper of J.C. Moore“, Die Arbeit enthält einige 
Anwendungen dieses Struktursatzes über Aysnıı (X; A, B). Insbesondere betrachten die Verff. den 
Raum Sr, der die Vereinigung von m n-dimensionalen Sphären ist, die bis auf einen allen gemein- 
_ samen Punkt paarweise punktfremd sind (n > 1). Ein Resultat werde hier als Beispiel angegeben. 
|, (55) ist direkte Summe von gewissen Untergruppen, wie folgt: (1) Drei Untergruppen, 
jede isomorph zu #5„-3 (5"); (2) Drei Untergruppen, jede isomorph zu an, (5); (8) Eine 
freie abelsche Gruppe von acht Erzeugenden, welche mit Hilfe von Whiteheadschen Produkten 
explizit angegeben werden können. F. Hirzebruch. 
Araki, Shörö: On the triad exeision theorems of Blakers and Massey. Nagoya 


math. J. 6, 129—136 (1953). 

Theorem: Let (X; A, B, x,) be a triad which satisfies the following eonditions. 1. A Bis 
Teomected. 2. X = (Int 4) U (Int B); 3. (Am B) is m-connected fr m 22 and 
(B,AnmB) is n-connected for nZ 2. Then the triad (X;A,B) s (m + n)-connected. - 
Dieser Hauptsatz der Theorie von Blakers and Massey (dies. Zbl. 42,173; 46, 406, und die 
beiden vorsteh. Referate) wird mit Hilfe von Wegeräumen, ihrer natürlichen Faserungen, der 
entsprechenden exakten Homotopiesequenzen und der Spektralfolgen bewiesen. Insbesondere 
wird benutzt, daß man aus der Spektralfolge eines gefaserten Raumes E mit F als Faser und Y als 
Basis für den Fall, daß Y p-zusammenhängend und F (q 1)-zusammenhängend st p21, 
q21), die folgende exakte Homologie-Sequenz erhält: H,4.(F) > Hz4, (K) Bursiike 
Ber u) > > H,(F)> H,(E) > H,(Y)—0 (vgl. J. P. Serre, dies. Zhl. 45, 260). Diese 
exakte Sequenz wird so angewandt. (X, A) sei ein beliebiges Paar. Ks sei (X, %) p-zusammen- 
hängend und (X, A, 9) g-zusammenhängend. Ferner sei pz1l, 4a 1. Es Bei F der Raum 
der Wege in X, die in einem Punkt von A anfangen und in %, enden. für sei E der Raum der 
Wege in X, die in A anfangen. Es sei Y= X. Dann sind die Voraussetzungen erfüllt, unter 
denen man die oben angegebene exakte Sequenz hat, die mit Hilfe von natürlichen Homomor- 

ismen c#: H,(F) > H;u(X, A), der Projektionen H,(E) > H,(A) und der Identität 
H,(X) > H,(X) homomorph in die exakte Sequenz der Homologiegruppen, den Paares (X, A) 
abgebildet wird. Das Fünfer-Lemma ergibt, daß cf isomorph-auf ist für = p + 1 ı und 
homomorph-auf ist für i—=p+g. Diese Aussage über die c% ist entscheidend beim Beweis 
des Hauptsatzes. — Verf. weist auf die neueren Untersuchungen von J.C.Moore hin. 
F. Hirzehruch. 
Thom, M. R.: Varietes difförentiables cobordantes. Colloques internat. Oentre 


nat. Rech. Sei. 52, 143—149 (193). Ba, h 
L’objet de cette Note est analogue (avec un peu plus de details) a une Note 


C 
Zentralblatt für Mathematik. 53. ) 
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des Comptes-Rendus (ce Zbl. 50, 396), et est developpe dans une partie d’un me- 
moire [Commentarii math. Helvet. 28, 17—86 (1954)]. G. Hirsch. 

Ehresmann, Charles: Les prolongements d’une variete differentiable. Atti IV. 
Congr. Un. mat. Ital. 2, 317—325 (1953). 

Expose d’une partie du contenu de 5 Notes des Comptes-Rendus (ce Zbl. 43, 
174; 46, 407, 408). @. Hirsch. 

Borel, Armand: Les bouts des espaces homogenes de groupes de Lie. Ann. of 
Math., II. Ser. 58, 443—457 (1953). 

L’A. montre que pour un groupe de Lie connexe (r l’espace homogene G/H 
a deux bouts au plus, des que H est connexe. Plus preeisementt i@G=KxKBRs, 
H=Lx R ou K,L sont sous-groupes compacts maximaux et R des espaces 
euclidiens, alors pour s = t: G[’H X K/L; pur s=t+1:G/H — K/Lx Rl; pour 
s>t-+1;@/H a un bout. — La condition de la connexite de H est indispensable; 
contre-exemple: soit @/H l’espace des applications conformes d’une surface de Rie- 
mann M sur un cerele €’; on suppose que dans cet espace opere le groupe induit 
par le groupe @ des auto-applications de C'; alors le nombre de bouts de G/H est 
le möme que celui de M (qui peut &tre >2 et m&me oo). — La theorie des bouts 
conduit A une classification des varietes M simplement connexes et m-homogenes 
(c’est-ä-dire & groupes de Lie transitifs sur les m-uples de points). Pour M compact 
onam= 3 (m = 3, les spheres et m — 2, les espaces projectifs complexes, quater- 
nioniens, octaviens), pour M non compact on am<2 (m = 2, les espaces eucli- 
diens). — Voir aussi J. Tits, ce Zbl. 55, 383. H. Freudenthal. 


Kuiper, N. H.: Sur les surfaces localement affines. Colloques internat. Centre 
nat. Rech. Sci. 52, 79—87 (1953). 


Ce papier est consacr& & certains problemes de dötermination d’espaces localement affines 
a 2 dimensions. On sait qu’&tant donne un espace homogene W — @/H et une variete connexe 
X de m&me dimension, une structure d’espace localement homogene au sens d’Ehresmann est 
definie sur X par un atlas de X sur W compos& de cartes locales @-compatibles [deux cartes ou 
applications topologiques f et g de deux ouverts (ou domaines) de X sur des ouverts de W sont 
@-compatibles si, pour chaque composante connexe V de l’intersection des domaines des cartes, 


gf est la restrietion & f(V) d’une transformation de @ operant sur W]. Sur tout revötement de 
l’espace localement homogöne X est naturellement defini une structure d’espace localement 


homogene; si X est le rev&tement de X, X peut &tre dötermine par X etson groupe de Poincar& 


II (X). L’espace X est dit complet si X peut ötre identifi6 au revätement universel 7 de H. 
L’A. determine et etudie prineipalement les surfaces localement affines X completes ou compac- 


tes et convexes (X &tant egal & un ouvert convexe du plan affine). Les prineipaux r&sultats sont 
les suivants: si X est complöte non-compacte elle est un ruban de Möbius ou un cylindre, si X est 


compacte et connexe. elle est un tore ou une bouteille de Klein et X est le plan, le demi-plan 
ou le quart de plan affine. La bouteille de Klein n’admet qu’une structure localement affine 
convexe eb il existe une structure localement euclidienne subordonnee. A. Lichnerowiez. 

Al’ber, S. I.: Die Homologien des Raumes der Ebenen und ihre Anwendung auf 
die Variationsrechnung. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 91, 1237— 1240 (1953) 
[Russisch]. 

Mit G(n) werde die Graßmannsche Mannigfaltigkeit der (2-dim.) Ebenen des 
euklidischen Raumes R,,, bezeichnet. @(n) ist homöomorph der Mannigfaltigkeit 
der Großkreise auf der Sphäre S”. Durch eine rekursive Methode, die G(n) auf 
@(n — 1) zurückführt, erhält der Verf. viele Ergebnisse von Ehresmann (dies. 
Zbl. 16, 74) über die topologischen Eigenschaften von G(n). Insbesondere findet er 
für den betrachteten Spezialfall die Resultate von Chern (dies. Zbl. 33, 402) 
über den Schnittring. Er erhält auch eine Abschätzung der „Länge“ von @(n) 
(vgl. Froloff und Elsholz, dies. Zbl. 13, 270). Diese Sätze werden angewandt 
auf die Bestimmung der Anzahl der geschlossenen Geodätischen auf einer 3-mal 
differenzierbaren Riemannschen Mannigfaltigkeit, die zur n-Sphäre homöomorph ist 
Die verwendeten Bezeichnungen sind z. T. nicht erklärt. W. Thimm. j 
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Zarankiewiez, K.: The solution of a certain problem on graphs of P. Turan. 
Bull. Acad. Polon. Sei., Cl. III 1, 167—168 (1953). 

Es werden Formeln gegeben für die Mindestzahl der Schnittpunkte von pgein- 
fachen Bögen, die p Punkte mit q anderen Punkten verbinden, wobei drei Bögen 
- außer Endpunkten keinen Punkt gemeinsam haben sollen, und für die Mindestzahl 
von Gebieten, in welche die Ebene dadurch zerlegt wird. Für die Beweise siehe 
“dies. Zbl. 55, 416. H. Künneth. 


Dirac, G. A.: The structure of k-chromatie graphs. Fundamenta Math. 40, 
42—55 (1953). 

k-Graph heißt ein Streckenkomplex @, wenn die Mindestzahl der Klassen, in welche man 
seine Ecken so zerfällen kann, daß nie 2 Ecken derselben Klasse durch eine Kante verbunden 
sind, genau k ist (Schlingen und Zweiecke sind ausgeschlossen). Könnte man beweisen, daß jeder 
k-Graph einen Teilgraphen enthält, welcher dem vollständigen Graphen k-ten Grades homöomorph 
ist, so wäre der Vierfarbensatz sichergestellt. Die in dieser Arbeit abgeleiteten Sätze zielen auf 
dieses desiteratum hin. Sie betreffen Anzahlen und Anzahlschranken. Ihr Typ werde durch die 
beiden folgenden Beispiele charakterisiert: 1. Bilden die Ecken E, und E, ein Isthmoid eines 
kritischen k-Graphen, so wird er durch dieses in genau zwei (k — 1)-Graphen zerfällt. 2. Die 
Summe der Grade von E, und E, ist > 3k—5. Die Schranke ist genau. Isthmoid heißt eine 
Eckenmenge S, wenn der Graph in mindestens 2 getrennte Teile zerfällt, falls man diese Ecken 
samt den mit ihnen inzidenten Kanten löscht, und die Anzahl der getrennten Teile für jede echte 
Teilmenge von S kleiner ist als für $ selbst. Kritisch wird ein k-Graph genannt, falls kein 
echter Teilgraph (echte Teilmenge der Ecken) ebenfalls k-Graph ist. F. Baebler. 

Gareia Tranque, Tomäs: Der Typ kubischer Graphen. Gac. mat., Madrid 5, 
11—23 (1953) [Spanisch ]. 

Soweit es sich nicht um Altbekanntes handelt, deckt sich die Arbeit in allem 
wesentlichen mit Teilen einer Abhandlung von R. Frucht, wo die angeschnittenen 
Fragen in voller Allgemeinheit erörtert und beantwortet werden. Dort wird der 
Begriff des Typus einer Ecke eingeführt. Vgl. R. Frucht, dies. Zbl. 34, 258. 

F. Baebler. 


Harary. Frank and George E. Uhlenbeck: On the number of Husimi trees. I. 
Proc. nat. Acad. Sci. USA 39, 315—322 (1953). 

Verff. skizzieren die Verallgemeinerung der von Caley ausgehenden Unter- 
suchungen über die Anzahl der topologisch verschiedenen Bäume von gegebener 
Eekenzahl auf die, von ihnen ‚„‚Husumi-Trees“ genannten Graphen, das sind Strecken- 
komplexe, in welchen keine Kante in mehr als einem Zykel liegt, und die durch die 
Anzahlen n,, nz, n,, ... der Kanten, Dreiecke, Vierecke, etc. gekennzeichnet sind. 
Rein heißt ein solcher Graph, wenn er lauter gleiche Zykel enthält, andernfalls ge- 
mischt. Die Begriffe „‚Setzbaum“ und ‚‚freier Baum‘‘ werden sinngemäß übertragen, 
und damit wird der Anschluß an den analytischen Formalismus gewonnen, wie er 
z.B. von G. Pölya entwickelt worden ist (dies. Zbl. 17, 232). Einige spezielle Re- 
sultate sind angeführt ; eine ausführliche Darstellung wird angekündigt. 

F. Baebler. 


Theoretische Physik. 


e Walther, Alwin (herausgegeben von): Naturforschung und Medizin in 
Deutschland 1939 —1946. Für Deutschland bestimmte Ausgabe der FIAT Review of 
German Science. Bd. 4: Angewandte Mathematik. Teil II. Weinheim/Bergstraße: 


Verlag Chemie GmbH. 1953. 161 S. DM 10,—. 


. I.G.Hamel: Theoretische Mechanik. II.K. Schmidt: Allgemeine Elastizitäts- 
dee Ir. F.-W. Bornscheuer: Baustatik. IV. G.Schnadel: Statik im Schiffbau. 
V. L.Föppl und E. Mönch: Spannungsoptik. VI. K.Klotter: Schwingungen mit endlich 
vielen Freiheitsgraden. VII. K. Schmidt: Schwingungen elastischer Körper. VIH. laln (er. 
Küssner: Flügelflattern. IX. J. Stüper: Flugmechanik. X. W. Oppelt: Theorie der Rege- 
lung und Steuerung. XI. K.Klotter: Schwingungsmessung. XII. E. Maier und P. Riekert: 
Fahrmechanik. XII. Th. M. F. Pöschl: Plastizitätstheorie. 
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e Conway, Arthur William: Selected papers. Edited by James MeConnell. 


Dublin: Dublin Institute for Advanced Studies 1953. VIII, 222 p. 21s net. 

Cet ouvrage rassemble apr&s une notice necrologique rappelant la vie et les travaux d’Arthur 
William Conway (1875—1950) par E.T. Whittaker [Obituary Notices of Fellows of the 
Royal Society 7, 329 (1951)], les principaux memboires de physique mathematique publies par 
A. W. Conway: 1. The field of force due to a moving electron [ Proc. London math. Soc., II. Ser. 
1, 154 (1903)]; 2. The partial differential equations of Mathematical Physics [Trans. Roy. 
Irish Acad., II. Ser. 8, 187 (1905)]; 3. Eleetromagnetic mass [Trans. Roy. Irish Acad., 1I. Ser. 
9, 51 (1907)]; 4. On series in spectra [Trans. Roy. Irish Acad., II. Ser. 11, 181 (1907)]5 58 
theorem on moving distribution of electrieity [Proc. Roy. Irish Acad., Sect A 27, 1 (1909]; 
6. The dynamics of a rigid electron [Proc. Roy. Irish Acad., Sect. A 27, 169 (1908)]; 7. On the 
motion of an electrified sphere [Proc. Roy. Irish Acad., Sect A 28, 1 (1910)]; 8. On the appli- 
cation of quaternions to some recent developments of electrical theory [Proe. Roy. Irish Acad., 
Sect. A 29, 1 (1911)]; 9. An electromagnetic hypothesis as to the origin of series spectra [Philos. 
Mag., VI. Ser. 26, 1010 (1913)]; 10. On an expansion of the point-potential [Proc. Roy. Soc., 
Sect. A 94, 436 (1918)]; 11. On the quantification of certain orbits [Proc. Internat. Congr. Math. 
(Toronto 1924) 2, 223 (1928)]; 12. Two-electron orbits [A.W.Conway et G. Keating, Proc. 
Roy. Irish Acad., Sect. A 37, 40 (1926)]; 13. The dynamics of the spinning eleetron [Proc. Roy. 
Irish Acad., Sect. A. 37, 52 (1926)]; 14. Undulating theory of two electron orbits [Proc. Roy. 
Irish Acad., Sect. A 38, 18 (1928)]; 15. The radiation of angular momentum (ce Zbl. 5. 94). 
16. On the determination of Hamilton’s principal function (A. W. Conway et A. J. MceConnell, 
ce Zbl. 5, 30); 17. Integrals of MacCullagh’s equations (ce Zbl. 13, 379); 18. Quaternion treat- 
ment of the relativistic wave equation (ce Zbl. 17, 167); 19. Quaternions and matrices [Proc. 
Roy. Irish Acad., Sect. A 50, 98 (1945)]; 20. Applications of quaternions to rotations in hyper- 
bolie space of four dimensions (ce Zbl. 33, 297); 21. Quaternions and quantum mechanies 
[Acta Pontifie. Acad. Sei. 12, 259 (1948)]. @. Petiau. 

Watson, W.H.: The application of Fourier transforms in physical problems. 
Trans. Roy. Soc. Canada, Sect. III, III. Ser. 47, 37—46 (1953). 

Der Verf. zählt eine Reihe der wichtigsten Anwendungen der Fouriertrans- 
formation in der theoretischen Physik auf. Eingehender werden die Neutronen- 


diffusion und die Resonanzstrahlung behandelt. F. Penzlin. 


Mechanik: 


Müller, Hans Robert: Verallgemeinerung der Bresseschen Kreise für höhere 
Beschleunigungen. Arch. der Math. 4, 337—342 (1953). 

Nach J. A. Bresse liegen die Punkte der Gangebene, deren Beschleunigung in die Richtung 
der Geschwindigkeit fällt oder auf dieser senkrecht steht, auf je einem Kreis. Nach L. Bur- 
mester liegen alle Punkte, für welche die Geschwindigkeit und die Beschleunigung einen festen 
Winkel einschließen, oder für welche die Beträge der Geschwindigkeit und Beschleunigung in 
einem festen Verhältnis stehen, auf je einem Kreis der Gangebene. E. Figueras Calsina ver- 
allgemeinerte die Bresseschen Kreise für Beschleunigungen 2. Ordnung. Verf. gibt folgende 
weiteren Verallgemeinerungen: Alle Punkte der Gangebene, deren Beschleunigungsvektoren 
(m — ner und (n I Ordnung einen festen Winkel A einschließen, liegen auf einem Kreis 
durch die Beschleunigungspole P,„, P„ der Ordnungen (m — 1), (n — 1). Zwei Kreise, die zu den 
Winkeln A,, A, gehören, schneiden sich unter dem Winkel A, — A,. Alle Punkte, deren (m — 1)!* 
und (n — lat Beschleunigungsvektoren ein festes Längenverhältnis u besitzen, erfüllen einen 
Kreis, der auf den Kreisen durch P,,, P,„ senkrecht steht. Zwei Kreise, die zu den Verhältnissen 
Hy, H gehören, besitzen Tangentialentfernungen, die im Verhältnis (z, + 13):(z — 14) stehen. 
Verf. beweist diese Vera Ilgemeinerungen mittels komplexer Zahlen, indem er zeigt, daß die Felder 
der höheren Beschleunigungspole zu dem Felde der Gangebene ähnlich sind und die von ihm an- 
gegebenen Eigenschaften sich auf solche ähnlicher Felder zurückführen lassen. W. Schmid. 

e Fer Ren Bern h 5 : 

Signorini, A.: Stereodynamische Anwendungen einer Erweiterung der Culmann- 
schen Ellipse. Arch. der Math. 4, 154— 162 (1953). 

SO WERE RE: a, Sn \ 

Verf. gibt folgende Erweiterung der Culmannschen Ellipse eines ebenen Massen- 
systems: Ein starrer Körper K mit der Masse m besitze in S seinen Schwerpunkt, 
N sei die Orthogonalprojektion von S auf eine beliebige Ebene e und &, das Trägheits- 
ellipsoid von K in P. Die Ebene & schneidet &, in der Ellipse s. mit dem Flächen- 
a en Die Ähnlichkeit mit P als Zentrum und x: 0; V m als Verhältnis führt s, 
in Eu „Zentralellipse‘ & über. In einer Reihe von Beispielen und Anwendungen 
werden nun bekannte Eigenschaften ebener Massensysteme auf räumliche Systeme 


ausgedehnt. H. R. Müller 


ey 
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Legger, R. J.: The d’Alembert prineiple. Anniversary Vo!. appl. Mechanics, 
dedicated to C. B. Biezeno 120—131 (1953). 

L’A. montre sur des exemples simples que le principe de d’Alembert conduit 
generalement & des caleuls plus rapides que les theoremes generaux de la dynamique. 

R. de Possel. 

Vacca, Maria Teresa: Soluzioni stazionarie nel moto di rotolamento di una 
sfera pesante non omogenea sopra un piano orizzontale. Atti Sem. mat. fis. Univ. 
Modena 6 (1951/52), 119—133 (1953). 

A sphere whose centroid lies at its center rolls without slipping in an horizontal 
plane under the action of gravity. If H denotes the energy, the author gives a 
formal discussion of those motions for which öH = 0 where ö is relative to a small 
variation of the motion which satisfies the non-holonomic constraints and maintains 
the same value of the angular momentum. It is found, among other results, that 
the angular veloeity is constant and contained in a vertical plane through the center 
parallel to the angular momentum. M. M. Peixoto. 


Broglie, Louis de: Sur un theoreme de M. Poincelot. C. r. Acad. Sci., Paris 
237, 586—588 (1953). 

Ein Theorem von Poincelot [C. R. Acad. Sei., Paris 237, 382—384 (1953)] 
wird mechanisch umgedeutet und mittels des Prinzips der kleinsten Wirkung neu 
bewiesen. Walter Franz. 

Mitropol’skij, Ju. A.: Über Schwingungen in Gyroskopsystemen bei Durchgang 
durch die Resonanz. Ukrain. mat. Zurn. 5, 333—349 (1953) [Russisch]. 

Graffi, Dario: Sull’espressione delle soluzioni periodiche nei sistemi non-lineari a 
due gradi di libertä. Mem. Accad. Sei. Ist. Bologna, C1. Sei. fis., X. Ser. 10, 39—45 (1953). 

Die Bewegungsgleichungen eines nicht-linearen Systems von zwei Freiheits- 
graden werden in der Form angenommen a, at+bteen ka) r, = 0 
(i = 1, 2), wobei die f, bekannte Funktionen sind und & sehr klein sein soll. Durch 
Vereinfachung früher benutzter Methoden werden diese Gleichungen durch trigo- 
nometrische Reihen in erster Näherung, d.i. bis zur Ordnung & gelöst und die Ko- 
effizienten der entsprechenden Glieder durch bestimmte Integrale über die aut- 
tretenden Perioden dargestellt. — Als Beispiel wird der von van der Pol behandelte 
Fall f(z)=(-%+ Bx2), fa(z) = 9 ausführlich behandelt. Th. Pöschl. 


e Actes du Colloque International des Vihrations non linsaires, Ile de Porque- 
rolles 1951. (Publ. sei. techn. Ministere de l’Air). Paris: Service de Documentation 
Technique de l’A&ronautique 1953. 296 p. 

Die Arbeiten werden in dies. Zbl. einzeln angezeigt. 

Mazet, R.: Sur P’application de la möthode globale A l’&tude de certains systemes 
non linsaires. Actes Colloque Internat. Vibrations non lincaires, 17—18 u. Dis- 
cussion 19—20 (1953). 

Unter der ‚‚methode globale‘ versteht Verf. die Untersuchung, in welchem 
Maße ein mathematisches Gesetz, das endlich viele „charakteristische Größen‘ 
enthält, ein physikalisches Phänomen besonders auch bei Verallgemeinerungen der 
Versuchsbedingungen beschreiben kann. Ein einfacher Schwinger möge durch 
x’ + f(x) x’ + g(x) x = 0 beschrieben werden. Die Funktionen f(x) und g(%) 
sollen experimentell bestimmt werden. Die Schwierigkeit besteht wohl darin, daß 
diese gemessenen Größen als konvergente Potenzreihen in x? benutzt werden. 

W. Haacke. 

Grammel, R.: Oseillations non linsaires avec une infinit6 de degres de liberte. 
Actes Colloque Internat. Vibrations non linsaires 45-58 u. Discussion 59 (1953) 
(franz. u. deutsch]. | 

Verf. betrachtet freie Schwingungen elastischer Körper, bei denen an Stelle des ( linearen) 


Hookeschen Gesetzes ein Hlastizitätsgesetz der Gestalt a = E e(l 45% e?) zugrunde gelegt wird. 
Dabei ist A eine (meist negative) Stoffkonstante. Für die freien Schwingungen eines (ungedämpf- 
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ten) tordierten Kreiszylinders und die freien Biegeschwingungen eines prismatischen Stabes 
wird gezeigt, daß ein Produktansatz von Ort- und Zeitfunktion nicht mehr möglich ist. Jede 
der (unendlich vielen) Eigenschwingungsfrequenzen hat in zweiter Näherung die Gestalt 
& = &y(1 + u 4a), wobei zu > 0 eine Gestaltskonstante und a ein Maß für die Amplitude ist. 
Die Ordnungszahl der Frequenz geht nur in a, ein. N W. Haacke. 

Stoker, J. J.: Oseillations p6riodiques des systemes non lineaires ayant une 
infinit6 de degrös de liberte. Actes Colloque Internat. Vibrations non lin&aires 61— 74 
u. Discussion 75 (1953) [franz. u. engl.]. 

Verf. skizziert zunächst die klassische Poincaresche Störungstheorie für den nichtaus- 
gearteten und den ausgearteten Fall (Variationsgleichungen haben periodische Lösungen). Diese 
Methode soll jetzt auf partielle Differentialgleichungen übertragen werden. Am Beispiel 


Yyn — Ur = e f(u, x,t) werden (ohne Ausführung der Gedanken) die Probleme dieser Erweite- 


rung diskutiert. Fine mathematisch fundierte Abhandlung wird angekündigt. Abschließend 
wird ein Analogon zum Duffingschen Problem 


Un — Un = — elu + Bu?) + eF,sin x cos ot 


mit Rechnung bis zur zweiten Näherung vorgeführt. Wie bei gewöhnlichen Differentialgleichun- 
gen führt die Forderung des Verschwindens der säkularen Glieder auf die Gleichung für die 
Resonanzkurven (response curves), die bis auf unwesentliche Faktoren genau mit denen der 
Duffingschen übereinstimmt. W. Haacke. 


Mettler, E.: Le problöme des oscillations non lineaires des corps &lastiques. 
Actes Colloque Internat. Vibrations non lineaires 77—96 (1953) [franz. u. deutsch]. 

Verf. gibt mit Hilfe eines Tensorkalküls eine allgemeine Theorie der Schwin- 
gungen elatischer Körper mit unendlich vielen Freiheitsgraden unter Berücksichti- 
gung (nichtlinearer) endlicher Deformationen. Die hier skizzierte Theorie findet 
man im wesentlichen in zwei Untersuchungen des Verf. (dies. Zbl. 31, 87; 35, 117) 
und einer Arbeit von Weidenhammer (dies. Zbl. 46, 95). Unter Berücksichtigung 
zahlreicher anderer Ergebnisse (Literaturverzeichnis) erhält der Leser einen klaren 
Überblick über den Stand der Forschungen. W. Haacke. 


Draminsky, Per: Ftude sur les sous-harmoniques dans les vibrations de torsion 
de vilebrequins et remarques gen£rales sur les oseillations sous-harmoniques dans 
les syst&mes non lineaires. Actes Colloque Internat. Vibrations non lineaires 129— 157 
u. Discussion 158 (1953) [franz. u. engl.]. 

Im Anschluß an P. O. Pedersen (Ingeniorvidenskabelige Skrifter, Copenhagen 
1933) untersucht Verf. die Bedingungen, unter denen 2 +o&+x=k(1+ßx)sin 2£t 
subharmonische Lösungen der Ordnung 2 besitzt. Es sei &» 1. Der Ansatz 
z=asin&öt+ bcos&t ergibt bei Vernachlässigung aller nicht interessierender 
Glieder ein lineares Gleichungssystem für a und b, das nur lösbar ist, falls 

BR <U- + E 
gilt. Diese Gleichung wird ausführlich diskutiert. Für o > |ß k]/2 sind keine sub- 
harmonischen Lösungen dieser Ordnung möglich. Die Rechnung wird physikalisch 
interpretiert, die Ergebnisse auf Torsionsschwingungen angewandt. Abschließend 
werden die Gleichungen &+x+ß2x2?=0 mit dem Ansatz 2=c-+asin&t-+ 
beos&t nd +2 +ya®=( mit r=asin&t+bsin3&t im Anschluß an 
Stoker (dies. Zbl. 35, 396, besonders die Seiten 103—109) behandelt. W. Haacke. 


Wasow, W.: Sur les problömes de perturbation singuliers dans la theorie des 
vibrations non lineaires. Actes Colloque Internat. Vibrations non lincaires 207218 
u. 220—222 u. Discussion 219 (1953) [franz. u. engl.]. 

Verf. gibt zunächst einen Überblick über die wichtigsten Arbeiten der letzten Jahre zur 
Untersuchung der Lösungen des singulären Differentialgleichungssystems 

(1) X=-HX,YZ, Y=9X, Y2, Z=eAHK, Y,2 

(dies. Zbl. 37, 344; 89, 313, 314; 50, 91, 316). Es wird zunächst nach in & gleichmäßig stetigen 
Lösungen um e—= 0 gefragt. Hier schließt Verf. besonders an Tichonov (dies. Zbl. 37, 344: 
48, 71) an. Zum Beweis der Existenz periodischer Lösungen von (1) wird die Existenz einer peri- 
odischen Lösung des ausgearteten Systems (2) = f(x, y,2), y = g9(%, y,2), h(x,y,z2) = 0 vor- 
ausgesetzt und im Sinne der Poincaröschen Störungsrechnung ein Existenzbeweis gegeben, 


j 


[Friedrichs-Wasow, Duke math. J. 13, 367—381 (1946)]. Zur Konstrukti i 

i 1s-\ 3 . J. 18, { 946)]. Z Ss tion einer der- 
artigen periodischen Lösung verallgemeinert Verf. Untersuchungen von Volk [Priklad. Mat. 
"Mech. 10, 559-574 (1946); dies. Zbl. 87, 61; 40, 49]. Dazu wird die Gleichung & X" — 
F(X,X',...,X"",t,e) (n> m,F analytisch, in tmod 7 periodisch) behandelt. Für e=0 
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existiere eine periodische Lösung mod T: u(t). Der Ansatz 8) X =u(t) + SS & Y, führt 
r=1 


. ” a . . . 2 i 
auf ein rekurrentes System von linearen Differentialgleichungen & ym = „pr, + 


r . n . u 
Ber..«.; Y,-), deren homogener Anteil die zu diesem Problem gehörigen Variationsgleichun- 
gen darstellt. Es ist außer der Existenz einer periodischen Lösung die Konvergenz von (3) zu 
beweisen. Verf. gibt (ohne Beweis) an, daß (3) z.B. für n — m = 2k entweder für e> +0 
oder für & — — 0 konvergiert. — Abschließend werden unstetige periodische Lösungen von (2) 
” . . > 
im Anschluß an Levinson (dies. Zbl. 39, 314) besprochen. W. Haacke. 


Minorsky, N.: Sur le phönome®ne Böthenod. Actes Colloque Internat. Vibrations 
non lineaires 223—234 u. Discussion 235—236 (1953). 

, Verf. greift das schon früher (dies. Zbl. 43, 90) behandelte Problem auf: Ein mit einem 
Eisenstück versehenes Pendel, das sich in unmittelbarer Nähe von einer mit Wechselstrom durch- 
flossenen Spule befindet, führt Schwingungen aus, die durch folgendes Differentialgleichungs- 
system beschrieben werden: 


(1) d(L(6) i)/dt + zi=Esinwt, (2) 16 +D6 +08 = (d/d) (4 L() ®). 
Setzt man L9)=L,-%9+% 4 bei &,/L,< 1 und a,/L,< 1, so ergibt eine Elimination 
von ®, die aber nicht im einzelnen ausgeführt wird, aus (1) eine Gleichung (3) di/dt + Ft)? =g(l). 
Unter Benutzung einer angenäherten Lösung von (3) ergibt sich aus (2): (4) 6+56+0+ 
e68 + (a +c#)9cos2r=(0. Auf (4) wendet Verf. die stroboskopische Methode an (dies. 
Zbl. 39, 103: 42, 99), die hier nochmals im einzelnen erklärt wird. Es ergibt sich aus (4) als Nähe- 


rung ein autonomes System erster Ordnung für g = V 8 + #2 und für p als ein gewisses Maß 
für den Polarwinkel in der (#, 6)-Ebene. Deren singuläre Punkte und die Stabilität der diesen 
Punkten entsprechenden periodischen Lösungen wird diskutiert. Die Diskussion von (4) findet 
man schon in einer früheren Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 42, 99). Abschließend wird auf die 
Modifikationen hingewiesen, die sich bei L(#)=L, + &ı 6 + a, 6% ergeben. W. Haacke. 


Gauthier, Lue: Au sujet de la recherche des eyeles limites. Actes Colloque 
Internat. Vibrations non linsaires 257—259 (1953). 

Verf. zeigt, wie man die topologischen Untersuchungen von Reeb über ge- 
faserte Räume (z. B. dies. Zbl. 37, 265) für ein Schwingungssystem von einem 
Freiheitsgrade zur geometrisch konstruktiven Bestimmung von Grenzzyklen be- 
nutzen kann. W. Haacke. 


e Kühne, E. E.: Tafel für r-* mit dem Argument r? (r? von 1—100). (Deutsche 
Akademie der Wissenschaften zu Berlin. Veröffentlichungen des Astronomischen 
Recheninstitutes). Berlin: Akademie-Verlag 1953. 35 8. DM 10,50. 


In den Differentialgleichungen der Himmelsmechanik kommen die Abstände r, der Ge- 
stirne, die sich aus den rechtwinkligen relativen Koordinaten = + yi + 2) leicht be- 
rechnen lassen, auch in der Form rz* vor. Bei logarithmischer Rechnung bereitet der Übergang 
von r? auf r keine Schwierigkeit, beim Rechnen mit der Maschine dagegen, die immer mehr 
die Logarithmentafel verdrängt, ist dieser Vorgang wegen des lästigen Wurzelziehens und des 
Übergangs auf reziproke Werte bedeutend unbequemer und zeitraubender. Mit der Kühneschen 
Tafel wird daher eine empfindliche Lücke geschlossen. Die fünfstellige Tafel ist aus einer vom 
Verf. berechneten, noch unveröffentlichten, achtstelligen Tafel hervorgegangen. Für die meisten 
Zwecke des rechnenden Astronomen, 2. B. in der Bahnbestimmung der H immelskörper und der 
Berechnung spezieller Störungen, ist diese kleine handliche Tafel völlig ausreichend, während 
man für andere Aufgaben, z. B. die numerische Integration der Differentialgleichungen des 
allgemeinen Dreikörperproblems für vorgegebene Anfangsbedingungen, die baldige Herausgabe 
der achststelligen Tafel begrüßen würde. Die vorliegende Tafel ist für die Argumente 1 < r?s100 
und damit für die meisten Zwecke der Bahn- und Störungsrechnung (Planetoiden und Kometen 
im Raum zwischen Erd- und Saturnbahn; Störungen durch Jupiter und Saturn) unmittelbar 
zu benutzen, wobei höchstens zweistellige Differenzen bei der durch bequeme Proportionaltafeln 
erleichterten Interpolation auftreten. Für ?<1 oder r? > 100 sind die Funktionswerte der 
Tafel durch entsprechende Verschiebung des Kommas zu korrigieren, so daß diese praktisch für 
beliebige Argumente auf fünf zählende Stellen genau erhalten werden. K. Stumpff. 
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Elastizität. Plastizität: 


Wijngaarden, A. van: Ut tensio sie vis. Anniversary Vol. appl. Mechanies 
dedicated to ©. B. Biezeno, 214—222 (1953). >: 

Bei Federn versagt das Hookesche Gesetz im großen, d.h. im ursprünglichen Sinne „ut 
tensio sic vis‘, obwohl im kleinen die Linearität der sehr kleinen Dehnungen und Spannungen 
erhalten bleibt. Nun zeigt der Verf. an einem einfachen Beispiel, daß in solchen Fällen auch ein 
anderes Phänomen eintreten kann, nämlich daß in einem solchen wesentlich nichtlinearen Fall 
das Hookesche Gesetz im großen seine Geltung doch behalten kann, weil sich die verschiedenen 
Einflüsse von nichtlinearer Art gegenseitig aufheben. Er betrachtet zu dem Zwecke eine sehr 
biegsame schraubenförmige Feder mit Achsenbelastung, deren Zentrallinie auf einem Kreis- 
zylinder vom Radius r, liegt, die Neigung &, und n, Windungen besitzt. Dabei versteht der Verf. 
unter „very flexible“, daß die Querschnittsdimensionen äußerst klein sind im Vergleich zu 79. 
Es werden zwei Belastungsarten betrachtet; wenn nämlich ein Ende der Feder festgeklemmt ist, 
dann kann das andere belastet durch eine Streckungskraft P entweder 1. sich frei drehen, oder 
2. durch ein Drehpaar W in der Drehung verhindert werden. Die Voraussetzungen, auf denen 
sich diese sehr lesbare und klare Darlegung gründet, können in folgenden Sätzen zusammenge- 
faßt werden. Man nimmt an, daß die Anzahl der Windungen n, genügend groß ist, um die Ein- 
flüsse des Stützpunktes zu beseitigen, und daß die gedehnte Zentrallinie wiederum eine Schrauben- 
linie darstellt, die jetzt auf einem Kreiszylinder vom Radius r liegt, eine Neigung & und n Win- 
dungen besitzt. Es wird weiter angenommen, daß man die üblichen für die dünnen Stäbe gel- 
tenden Approximationen benützen darf, und daß man die Krümmung bei der Berechnung der 
Verbiegung eines Drahtelements vernachlässigen darf. In den „conclusions“ gibt der Verf. 
selbst einen kritischen Rückblick auf die Darlegung vom Standpunkt der gemachten Voraus- 
setzungen und weist auf Schwierigkeiten hin, auf welche man notwendig stößt beim Versuch, 
solche schraubenförmigen Federn, welche den gestellten Bedingungen genügen, zu realisieren. 
Zuletzt bemerkt er, daß die Versuche, die im Laboratorium der „Technische Hogeschool“ in 
Delft unternommen wurden, diese Theorie gut „at least qualitatively‘‘ bestätigt haben. 

RN T.P. Angelitsch. 

Serman, D.I.: Über den Zusammenhang der Grundaufgabe der Rlastizitäts- 
theorie mit einem singulären Fall der Poincareschen Aufgabe. Priklad. Mat. Mech. 
17, 685—692 (1952) [Russisch ]. 


The construction of two harmonie functions p(x, y) and y(x, y) in a region S 

under given conditions on the boundary L: 
öplox + öylöy = h19, Ewlöy — öylar — f2() 

represents a degenerated and at the same time special case of the Poincare’s problem, 
that can not be fitted into the frame of its usual treatment and in principle is not 
redueible to an equivalent Fredholm’s equation. In this paper it is shown that by 
means of Fredholm’s equation of the fundamental statical problem of the theory 
of elastieity possessing unique solution it is possible to get one of the solutions (if 
there are any) of the mentioned special problem of potential theory. The reduction 
of the fundamental statical problem to the Fredholm’s equation is given here 
starting from a representation of the displacements vector different from the one 


taken usually. At the end of the paper there are three notes concerning the form 
of the solution sought for. D. Radenkovi£. 


ISlinskij, A. Ju.: Über eine Integro-Differentialbeziehung in der Theorie des 
elastischen Fadens (Seiles) von veränderlicher Länge. Ukrain. mat. Zurn. 5, 370374 
(1953) [Russisch ]. 

This paper discusses the problem of longitudinal vibrations of an elastie string 
of variable length loaded at the end, when the mass of the string is taken into account 
(e. g. vibrations of the unrolling string of an elevator). As it is usually done, with 
respect to the damping of higher modes, the system is approximately treated as a 
system with but one degree of freedom. With this simplification the integrodifferen- 
tial equation for the displacements of the points of the string is developed starting 
from fundamental differential equations of motion and the end eonditions without 
the use of energy methods. At the beginning of the paper the known differential 
equation of vibrations of a string of constant length is developed in this manner. 


D. Radenkovie£. 
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Hu, Hai-chang: Torsion of prisms bounded by two interseeting eircular cylin- 
ders. Chinese J. Phys. 9, 238—254 u. engl. Zusammenfassg. 250— 254 (1953) [Chine- 
sisch ]. 

The problem of torsion of prisms bounded by two intersecting circular eylinders is solved 
by means of Fourier integrals. It is found that when the angle of intersection of these two circular 
eylinders is commensurable with = the stress function and the torsional rigidity of the prism 
can be expressed in closed form in terms of eireular and hyperbolie sines and cosines. 

Aus der engl. Zusammenfassung. 

Aleksandrjan, E. A. und N. 0. Gulkanjan: Torsion von Stäben mit U- und 
T-förmigen Querschnitten. Akad. Nauk Armjan. SSR, Izvestija, fiz.-mat. estest. 
techn. Nauki 6, Nr. 3, 37—50 u. armen. Zusammenfassg. 51 (1953) [Russisch]. 

Rohde, F. Virginia: Large defleetions of a cantilever beam with uniformly distri- 
buted load. Quart. appl. Math. 11, 337—338 (1953). 

Wotruba, Karel: Die Voraussetzungen der Lösung eines elektrischen Modells 
der elastischen Platte. Czechosl. J. Phys. 2, 56—62 und deutsche Zusammenfassg. 
63 (1953) [Russisch]. 

Verf. beschäftigt sich mit dem klassischen Problem der ebenen elastischen Platte. Die 
partielle Differentialgleichung 4#. Ordnung für die Durchbiegungen einer solchen wurde von 
Lagrange aufgestellt. Ihre analytische Lösung ist bisher nur unter der Voraussetzung einer 
symmetrischen Belastung der Platte durchgeführt. Für allgemeinere Fälle ist nur eine 
Näherungslösung mit Hilfe einer Differenzengleichung bekannt, bei welcher die Lösung des 
Problems auf die eines Systems linearer algebraischer Gleichungen zurückgeführt wird. Diese 
Lösung erfordert jedoch recht langwierige Rechnungen, weil die Anzahl der linearen Gleichungen 
meist sehr groß ist. Daher ist eine Mechanisierung der Lösung empfehlenswert. Für eine solche 
sind zwei Methoden bekannt: eine mit Hilfe eines linearen Analysators und eine, die ein elek- 
trisches Modell verwendet. Die letztere hat den Vorzug, daß bei ihr die Koeffizienten der ent- 
sprechenden algebraischen Gleichungen nicht bekannt zu sein brauchen. Das Prinzip dieser 
Methode legt Verf. im Anschluß an das Werk über elektrische Modelle von Gutenma cher dar. 
In einem regelmäßigen quadratischen geometrischen Netz werden die Knotenpunkte durch 
Doppelindizes bezeichnet. Dann lassen sich, wenn das Netz dicht genug ist, die partiellen Dif- 
ferentialquotienten durch endliche Differenzenquotienten ausdrücken. Dann geht die partielle 
Differentialgleichung des Problems in eine Gleichung mit endlichen Differenzen über; diese kann 
rein algebraisch gelöst werden, da man auch die Randbedingungen in der Form von Differenzen- 
bedingungen darstellen karn. Es liegt dann die Aufgabe vor, ein elektrisches Netz so zu bestim- 
men, daß die Spannungen seiner Knotenpunkte gegenüber Erde derselben Differenzengleichung 
genügen wie die belastete Platte. Diese Aufgabe ist bei Guten macher gelöst. Bei einer gleich- 
förmigen elektrischen Kette aus Induktivitäten und Kapazitäten genügen die Spannungen in den 
aufeinanderfolgenden Knotenpunkten einer einfachen Differenzengleichung. Die zweidimen- 
sionale Verallgemeinerung dieser Kette führt zu einem elektrischen Netz, das der homogenen 
biharmonischen Differentialgleichung mit zwei unabhängigen Veränderlichen entspricht. Bei 
Gutenmacher ist auch gezeigt, auf welche Weise man in diesem Modell dem nichthomogenen 
Glied in der Differentialgleichung gerecht werden kann, indem man den Netzknotenpunkten über 

oße Widerstände Ströme zuführt, welche den Werten des nichthomogenen Gliedes proportional 
sind. Verf. schlägt hierfür eine andere Methode vor, bei welcher man mit wesentlich niedrigeren 
Spannungen im Modell auskommt. Er verwendet Isolations-Transformatoren, deren Sekundär- 
wicklungen in den Netzknotenpunkten angeschlossen und sämtlich hintereinander geschaltet 
werden. An den Endklemmen der Primärleitung wird eine veränderliche Spannung angelegt, 
die das nichthomogene Glied darstellt. Dann entspricht diese Schaltung bei geeigneten Ver- 
hältnissen der Windungszahlen der Transformatorwicklungen der Differenzengleichung des 
Problems. Die Durchbiegungen der ebenen Platte bei der gegebenen Belastung ist dann den 
elektrischen Spannungen in den Netzknotenpunkten des Modells proportional. ‚Auch die Bene 
bedingungen können im Modell mittels Transformatoren mit entsprechenden Verhältnissen x x 
Windungszahlen dargestellt werden. Schließlich gibt Verf. an, wie man aus den bekannten Durc 2 
biegungen die resultierenden Momente, Querkräfte und Komponenten des a 
im Innern der Platte auf rein elektrischem Wege ermitteln kann; auch dabei verwendet 4 
seine Transformatoren. Es zeigt sich, daß man durch das elektrische ‚Modell jede Auskunft über 
den Zustand der elastischen Platte erhalten kann, wenn nur dieser Zustand durch ir ae 
mathematische Operation bestimmt werden kann. Am Schluß bemerkt Verf., en es auch 
möglich sei, die biharmonische Differentialgleichung mit Hilfe des a em Br 
lösen, er] für die Lösung der Laplaceschen und Poissonschen Di ee en g 

e 2 * * 

Conway, H.D.: Closed-form solutions for plates of variable thickness. J. appl. 


Mech. 20, 564—565 (1953). 
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Die Theorie der Biegung einer symmetrisch belasteten Kreisplatte von ver- 
änderlicher Dicke führt auf eine Differentialgleichung zweiter Ordnung für die 
Neigung der Tangentialebene, während das Störungsglied ein Integral der Be- 
lastung enthält. Es besteht eine Analogie zwischen diesem Problem der Platten- 
biegung und dem der rotierenden Scheibe, worauf bereits ja Föppl hingewiesen hat 
[Z. angew. Math. Mech. 2, 92—96 (1922)]. Die für eine praktisch durchführbare 
Berechnung entscheidende Frage ist die des Auffindens eines partikulären Integrals, 
das dem Störungsglied genügt. Bei Lösungen der homogenen Gleichung läßt sich 
die Methode der Variation der Konstanten benutzen. In Anlehnung an die vom 
Ref. [Ingenieur-Arch. 8, 81—98, 270—275 (1937)] sowohl für die rotierende Scheibe 
wie für die gebogene Platte gegebenen Lösungen gibt Verf. nochmals eine Über- 


sicht über die in geschlossener Form bekannten Lösungen für die Neigung der Tan- 
gentenebene. R. Gran Olsson. 


Grinberg, 6. A.: Über eine von P. F. Papkovit vorgeschlagene Methode zur 
Lösung der ebenen Aufgabe der Elastizitätstheorie für ein Rechteck und der Aufgabe 
der Verbiegung einer rechteckigen dünnen Platte mit zwei eingespannten Kanten, 
und über einige ihrer Verallgemeinerungen. Priklad. Mat. Mech. 17, 211— 228 (1953) 
[Russisch ]. 

With respect to the problems mentioned in the title, P.F. Papkovıö( Schiffsbaumechanik, 
Teil II, Leningrad 1941) has proposed the problem: to develop two independent real functions 
fi(y) and f,(y) in the interval y= + #5 into two series of the form f,(y) = a, L, [F.(y)]; 
fe(y) = Za,L,[F,(y)] where: a, unknown complex constants equal in both developments; 
L,[ ] linear operators defined by the conditions of the problem; F,(y) certain functions intro- 
duced by Papkovi&. Author quotes that in some applications the coefficients a, were evaluated 
taking for granted that the above developments are possible. In this paper a method is given 
which permits to decide, once the operators L, are given, for what classes of functions f, and fs 
the above developments are valid. Then it is shown that Papkovi&’s formula for the evaluation 
of the coefficients a, is not unique and an alternate formula is given, in which case the restrietions 
concerning the functions f, and f, are less restrictive. At last mtroducing new functions y; (Y) in- 
stead of F,.(y) the problem is generalized to the region of a curvilinear rectangle. D. Radenkovie. 

Neut, A. van der: The local instability of compression members built up from 
flat plates. Anniversary Vol. appl. Mechanics, dedicated to ©. B. Biezeno, 174—197 
(1953). 

The object of the paper is to present a straightforward method, enabling the 
solution of the problem indicated in the title with a relatively small amount of 
computational work, this latter being cut down by applying a set of graphical 
presentations given at the end of the paper. A numerical example and two tables, 
containing some basic data, coefficients of restraint and numerical results explain 
the use of the nomograms. [The last paper by Lundquist and Stowell cited as 
NACA Rep. no. 743 should be Techn. Note no. 743 (1939). Reviewers remark.] 

R. Gran Olsson. 

Ornstein, Wilhelm: Note on rectangular plates. Defleetion under pyramidal 
load. Quart. appl. Math. 11, 339—341 (1953). 

Langefors, B.: A suggested method for calculating the stresses in wings with 
nonrectangular plates. Svenska Aeroplan A. B., Techn. Notes 1953, Nr. 23, 118. 
(1953). 

Probstein, Ronald F.: On a solution of the energy equation for a rotating plate 
started impulsively from rest. Quart. appl. Math. 11, 240-244 (1953). 

Alumjaö, N. A.: Über die Bestimmung des Gleichgewichtszustandes einer 
kreiszylindrischen Schale bei axialsymmetrischer Belastung. Priklad. Math. Mech. 
17, 517—528 (1953) [Russisch]. 

The paper is dealing with nonsymmetrical configurations of equilibrium of a eylindrical 
ER un a of outer hydrostatie pressure and axial load. The analysis starts 
a undamenta relations and equations of the nonlinear theory of the local instability under 

e nik of stress. The discussion of asymptotie behaviour of the integrals of the corres- 
ponding differential equations leads to an ordinary differential equation of the fourth order; 
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then a simple variational formula for the evaluation of the eritical loading is given. It is sh 
that when end conditions (the influence of bending) are taken into en ei, a for thin shells 
only a negligible correetion of the eritical load determined by means of the membrane theory. 
The behaviour of the shell at the beginning of the posteritical state is also discussed. As the 
proposed method is based on the eonsideration of asymptotic properties of the solutions of the 
fundamental equations, the results are the more accurate the lesser the ratio between the 
thickness and the radius of eurvature of the shell is. D. Radenkovi£. 
Fr N. €.: Toroidal-shell expansion joints. J. appl. Mech. 20, 497—503 
95). 

The author is eonsidering the problem of a thin toroidal shell of center-line radius « and 
torus midle surface radius 5b slit at its inner edge and welded to relatively stiff eylindrical pipe 
sections to form an expansion joint. Stresses and axial deformations under the axial load are 
to be caleulated. — In a recent paper R. A. Clark (this Zbl. 41, 531, 50, 189) using an analysis. 
the kernel of which was developed jointly with E. Reissner (Advances in Applied Mechanics, 
New York 1951. vol. 2, 93—112), has obtained a solution of this problem by asymptotie inte- 
gration of the differential equations of thin shells of revolution. This solution involves approxi- 
mations based on the assumption that the following geometric parameter of the shell 4 = 
12 (1 — »2)]!? b2/a h is sufficiently large (h = wall thickness of the shell, » = Poisson’s ratio). 
In the paper under review a solution is obtained using the principle of minimum complementary 
strain energy. The results obtained in this way are valid as long as jı is not too large. The two solu- 
tions are plotted to show in what regions of they overlap and both are compared with experi- 
mentally determined stresses and deformation. For systems which obey Hooke’s law the minimum 
complementary strain energy is equal to the strain energy and the method of minimum comple- 
mentary strain energy is identical to Castigliano’s method of least work. The term complemen- 
tary strain energy is preferred by the author as being more explieitly descriptive of a stress 
system wbich satisfies the conditions o* equilibrium but not necessarily those of compatibility. 
The problem is just dealing with such an equilibrium stress system. R. Gran Olsson. 

Storchi, Edoardo: Sulle membrane aventi comportamento meccanico eccezio- 
nale. Ist. Lombardo Sci. Lett., Rend., Cl. Sei. mat. natur. 86, 462—482 (1953). 

In einer Reihe von Arbeiten hat der Verf. die Frage verfolgt, wie man durch 
Einführung einer Spannungsfunktion die beiden Gleichgewichtsbedingungen in der 
Tangentialebene einer Membranschale identisch erfüllen kann. Die besondere 
Flächen-Klasse, die die Einführung vierter Ableitungen in den Ansatz erfordert, 
wird in der vorliegenden Arbeit differentialgeometrisch durchforscht. Insbesondere 
gelingt es zu zeigen, daß die Einführung fünfter Ableitungen in den Ansatz für 
die allgemeinste Flächen-Klasse (in Ebene und Kugel braucht man nur zweite, in 
Rotationsflächen dritte) in der Tat nicht umgangen werden kann. K. Marguerre. 

Agababjan, E. Ch.: Die Spannungen in einer Röhre bei plötzlicher Belastung. 
Ukrain. mat. Zurn. 5, 325—332 (1953) [Russisch]. 

Agababjan, E. Ch.: Die dynamische Erweiterung eines elastischen Zylinders. 
Ukrain. mat. Zurn. 5, 375-379 (1953) [Russisch]. 

Chandra Das, Sisir: On the elastie distortion of a eylindrical hole by localized 
axial shears on the inner boundary. Indian J. theor. Phys. 1, 41—46 (1953). 

Chatterji, P. P.: Finite deformation in the interior of the earth. Bull. Calcutta 
math. Soc. 45, 113—119 (1953). 

Storchi, Edoardo: Sull’equazione fondamentale della plastieitä piana. Ist. Lom- 
bardo Sci. Lett., Rend., Cl. Sci. mat. natur. 86, 694—713 (1953). | 

Als „Fundamentalgleichung der ebenen Plastizitätstheorie‘“ wird bezeichnet die 
Gleichung der Airyschen Spannungsfunktionen, um einen oft gebrauchten Namen zu 
verwenden. Bezeichnet man mit 0,, T, 0, die Komponenten des Spannungstensors 
und setzt o, = (#F/öy?), 0, = (®@F/022),r= — (0? F/öx öy), so sind die zwei „Gleich- 
gewichtsbedingungen“ identisch erfüllt, und die „Plastizitätsbedingung“ führt zu 
der „Fundamentalgleichung“ (FF)? t ar2, = 4K?. Durch die Transfor- 
mation (öF/öv) = 2, wo u = ie+y,v=x+iy, geht die Gleichung in die Monge- 
Ampöre-Gleichung (ö2/@v)? 822/öu2 + (K?]4-zjöv® = 0 über, die in den zweiten 
Ableitungen linear ist. Durch Einführung charakteristischer Variabeln &, ß redu- 
ziert sich diese Gleichung auf die „Telegraphengleichung“ ulox op + ua? = 0, 
und diese kann mittels Besselfunktionen integriert werden. — Alle diese Resultate 
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sind lange bekannt. Ihre Herleitung mittels Transformationen der obigen Ausga.ngs- 
gleichung ist vielleicht nicht bekannt, oder zumindest nicht die übliche. 
H. Geiringer. 
Symonds, P. S.: Dynamie load charaeteristies in plastic bending of beams. J. 
appl. Mech. 20, 475—481 (1953). 
Unter den üblichen Annahmen der Plastizitätstheorie (elastische Deformatio- 
nen & plastische Deformationen; zum Grenzmoment M, gehört eine beliebig wach- 
sende Krümmung; usw.) wird das Verhalten eines zentrisch gestoßenen Balkens, 
bei dem das Biegemoment (an einer oder drei Stellen) den Wert M, erreicht, unter- 
sucht. Der Stoßvorgang wird analytisch verfolgt für verschiedene Zeitfunktionen 
des Stoßes, und für die wichtigste Verformungsgröße, den Winkel der permanenten 
Verformung, ergibt sich, fast unabhängig vom Stoßverlauf, eine einfache Näherungs- 
formel, in die als wesentlich nur der Impuls und der Maximalbetrag der Kraft ein- 
gehen. K. Marguerre. 


Koiter, W. T.: On partially plastic thick-walled tubes. Anniversary Vol. appl. 
Mechanics dedicated to C. B. Biezeno, 232—251 (1953). 

Das Problem des diekwandigen Rohres unter innerem Druck ist unter sehr 
mannigfachen Annahmen behandelt worden (siehe z. B. das bekannte Lehrbuch 
von Hill), wobei die grundlegenden Ansätze — Wahl der Plastizitätsbedingung, der 
„stress-strain“-Beziehung, der Randbedingungen — sehr voneinander verschieden 
sind. Dabei führt oft der theoretisch befriedigende Ansatz zu einem mathematisch 
besonders schwierigen Problem. Verf. schlägt vor, die Trescasche Plastizitäts- 
bedingung mit der ihr ‚zugeordneten‘ „stress-strain‘“-Beziehung zu kombinieren. 
Bezeichnet man den Spannungstensor mit o,,, den Tensor der Deformationsge- 
schwindigkeit mit &,, mit f(o,,) = 0 die „Plastizitätsbedingung‘“, wobei für 
f(o,,) <0® sich das Material elastisch verhält, so gilt &,, = A (äf/öo,,), wenn 
f(o,) =0 und außerdem f(o,,) = (öfldo,)o,;=0, &;>= (0, wenn entweder 
f(o,,) <_ oder f(o,,) = 0, aber f(o,,) = (öf/öo,,) 0,, < 0, wobei A > 0 und Punkte 
Differentiation nach der Zeit bezeichnen. Diese Definition, angewendet auf Trescas 
Bedingung o, — 03 = 2K, wo 0, >03 > o,, führt zu sehr einfachen ‚‚stress-strain“- 
Beziehungen. Diese werden diskutiert und sodann mit Erfolg auf das eingangs ge- 


nannte Problem angewendet. H. Geiringer. 


Koiter, W. T.: Stress-strain relations, uniqueness and variational theorems for 
elastie-plastic materials with a singular yield surface. Quart. appl. Math. 11, 
350-354 (1953). | 

Salvadori, M. G. and F. Dimaggio: On the development of plastie hinges in 
rigid-plastic beams. Quart. appl. Math. 11, 223—230 (1953). 

Svesnikov, A. G.: Die Eindeutigkeit der Lösung von äußeren Aufgaben der 
Theorie der elastischen Schwingungen. Priklad. Mat. Mech. 17. 443-454 (1953) 
[Russisch ]. 

Verf. untersucht die stationär gewordenen Schwingungen einer elastischen Schicht, die 
von zwei parallelen Flächen begrenzt wird, für die bestimmte „Strahlungsbedingungen im Un- 
endlichen‘ gelten. Sind u, und u, (mit u = u, + u,) die Longitudinal- und Transversalkompo- 
nente der Schwingungen, so lauten die Bedingungen: 

rm =0(), r(öu/er—ikhu)=0Ol); rw =0Ol), r (/Oar -tiku,)=0O(l). 
Für die Schwingungen in der Schicht gilt Au + k? u = — fmit reellem k, wobei diese Gleichung 
gewissermaßen als (e > 0)-Grenzfall der Gleichung Au + Ku — —fmit y=k-+ie und 
€ > (0 betrachtet werden kann. Dabei müssen k und & gleiches Vorzeichen besitzen, wenn die 
zenabbangigkeit die Form e°®' haben soll, und verschiedenes Vorzeichen, wenn die Zeitab- 
lenkt pro ; 7 s 
hängigkeit e genommen wird. Verf. nimmt k>0 und e> 0. Die Lösungsmethode, die er 


anwendet, nennt er „Prinzip der Grenzabsorption“. — Für ein Gebiet innerhalb einer Grenze 
die durch die Oberfläche $ eines beschränkten Körpers K gegeben ist, gilt außerhalb S die Be- 
ziehung (A + 24) grad div u— wrotrotu+ Ru — ® (M) mit k? = 008 wo o die Dicht 

die Schwingungsfrequenz, % (M) der Vektor der M j Io en. 


assenverteilung (= Ortsfunktion) ist. Ferner 


1 


gelte (als bekannt) auf der Oberfläche 5 entweder uls = @ (Verschiebungsvektor) oder für den 
pannungsvektor (auf einem kleinen Stück der Oberfläche): T(u)|s = y, wo T(u) = 2u du/dv 
+Avdivu+ [u 7,rotu]. Dabei ist # die Flächennormale. — Aus der Forderung, daß Wellen 
die aus dem Unendlichen kommen, nicht vorhanden sind, werden Beziehungen abgeleitet für 
% und RyF die den Komponenten u, und U, (siehe oben) zugeordnet sind. Für sie gilt 
Sk + Fa/ks = S/k2. Es werden verschiedene Theoreme aufgestellt und bewiesen, die 
sich auf das Verhalten der Vektoren u, und u, im Unendlichen beziehen, sofern ge- 
wisse näher angegebene Voraussetzungen erfüllt sind. — Da sich die „„Ausstrahlungsbedingungen 
im Unendlichen‘ nicht in allen Fällen für die Behandlung des Problems als brauchbar erweisen 
leitet Verf. aus dem „Prinzip der Grenzabsorption“ „partielle Ausstrahlungsbedingungen“ ab, 
die im wesentlichen darauf hinauslaufen, daß der gesuchte Vektor u im Bereich zwischen par- 
allelen Ebenen z=0 und z=]/ (statt bisher: 2— 00) den früheren Bedingungen genügen 


oo 
a ’ A £ ._ Mn 
soll. Zu diesem Zweck wird u= N u,„(e, ) sin 7? angesetzt, so daß Au|, -,=0 und 
m=1 in 
ul; = 0 wird. J. Picht. 


Dimentberg, F. M.: Transversalschwingungen einer rotierenden Welle mit 
ungleichen Hauptträgheitsmomenten des Querschnitts. Popereönye Kolebanija 2, 
65—106 (1953) [Russisch]. 

In this paper the author discusses the problem of transversal vibrations of a shaft with 
the double rigidity (i.e. with the different prineipal moments of inertia of the cross section) 
rotating about its geometric axis with angular velocity o, neglecting the influence of the shearing. 
This case is, in practice, frequent at electrie machines. On the contrary to such vibrations of 
the eireular shaft, the double bending rigidity complicates the problem as well as the separation 
of the spectra of frequencies. The boundary conditions in the prineipal planes of inertia 
of the eross section influence especially the angular velocity (precessional velocity). The 
influence of the weight of the shaft appears as the forced transversal vibrations (with 
the frequencies ® or 2®), since the deflections in these planes are different. By slow 
rotations these defleetions are changing from minimum to maximum. When the angular 
veloeities are great, the centre of the cross section of the shaft describes a eircle with the 
centre below the line of supports; its radius decreases when the angular velocity approaches 
the critical speed of the second kind. If &=0 the vibrations are uncoupled. However, if 
© > 0 the vibrations are coupled. The author uses the moving coordinate system because the 
differential equations are with constant coefficients; for the fixed axes the coefficients are peri- 
odie functions. For the case when the boundary conditions are equal in both principal planes, 
the critical speeds of the forward precession can be determined only for the determined values 
of number n; however, for backward precession it can be determined for all values. For each 
harmonic there are two corresponding eritical speeds. If » belongs to the interval defined with 
these velocities, or not, there are four real, or two real and two imaginary frequencies, respec- 
tively. The couple of the critical speeds determines the zone of stability or unstability of the 
motion. With the examples, there are given the diagrams of the functions A = A(w) and the zones 
of stability and instability. The case of the unequal boundary conditions in the prineipal planes 
of inertia is considered also, with the neglection of the gyroscopic effects. D. Raskovie. 

Dimentberg, F. M.: Über den Einfluß der Schubdeformationen auf die Trans- 
versalschwingungen einer rotierenden Welle mit darauf verteilten Scheiben. Pope- 
reönye Kolebanija 2, 107-120 (1953) [Russisch]. 

The author discusses the influence of shearing on the transversal vibrations of a shaft 
that is rotating round its geometric axis and is freely laid on the supports, and that for the 
shafts of the cireular cross section and with double rigidity (i.e.withthe unequal prineipal moments 
of inertia of the eross section of a shaft). The gyroscopic effect of the dises is taken into account. 
The case of a shaft with fixed cross section is considered. When I, = I,, the frequency equation 
reduces to the algebraie equation of the fourth order. For each n the eurve A= (0) consists 
in each half-plane of two branches; the first is between the w-axis and a straight line parallel to 
the axis and on the determined distance from ıt; the second branch is above that straight line 
and the straight line A=2® (domain of the higher values of the eigenfrequencies A): A numerical 
example for this case is given. In-the case of a shaft with the double rigidity the system of mo- 
ving coordinates is used. The angular velocity (@) that corresponds to the eritical veloecity of 
the second kind is estimated [the point of intersection of the curve = (0) and the straight 
line A= 20]. A numerical example for this case is given also, with the diagram and indicated 
zones of instability. D. Raskovie. 

Thomson, W. T. and T. A. Rogers: Analog solution for beams excited by an 


arbitrary force. J. appl. Mech. 20, 482—484 (1953). | 
The calculation of the response of the beam exited by an arbitrary force is a matter of 
determining the various nondimensional quantities indicated in the paper. The computational 
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task is greatly aided by the work of D. Young and R.P. Felgar ‚(Tables of Characteristie 
Functions Representing Normal Modes of Vibration of a Beam, Engin. Research Ser. No. 44, 
Texas 1949), which presents in tabular form numerical values of the eigenfunctions D,(x) and 
eigenvalues f;, for various end conditions, together with other relationships generally encountered 
in beam calculations. The conditions which must be satisfied by ®,(x) and ß, are expressed 
mathematically by the following equations d* ®,(z)/da* = Pt ®;(x), Pr mw,;?|EJ, where 
m —= mass per unit of length, w; = frequency of vibration, #J = rigidity of bending. A 
quantity X, determining the extent to which the various modes contribute to the motion of 
the beam and hence is appropriately called the participation factor is easily computed, while the 
determination of the nondimensional factor D, represents a tedious task. 
1 


D,;=w, S f(&) sin w, (t— &)de 
0 


is generally called the dynamic load factor for the i-th mode, the significance of the name im- 
plying that if the static deflection of the beam is also expanded in terms of D,(x), a comparison 
between the static and dynamical equation will show that each term of the expansion will differ 
by D,. To obviate the difficulties of the numerical task, the D, are determined by an electronic 


analog computer, which solves the differential equation D;, + w?D, = wf(t), where f({f) 
represents the time distribution of the loading. R. Gran Olsson. 

Waiewski, T.: Sur une relation entre la facon de la mise en @quation du pro- 
bleme physique et la notion des solutions generalisees des @quations aux derivees par- 
tielles du second ordre. Bull. Acad. Polon. Seci., Cl. III 1, 79—82 (1953). 

Für die Longitudinalschwingung einer elastischen Saite wird eine Integro-Diffe- 
rentialgleichung (.J) für die Auslenkung aus der Gleichgewichtslage aufgestellt, in der 
nur erste Ableitungen auftreten. Wenn die unbekannte Funktion zweimal stetig 
differenzierbar ist, ist (J) der Wellengleichung (D) äquivalent. Andernfalls umfaßt 
die Lösungsmannigfaltigkeit von (.J) die von (D). Die Lösungen von (J), die (D) 
nicht genügen, werden als verallgemeinerte Lösungen von (D) im Sinne Sobolevs 
(dies. Zbl. 41, 523; S. 307) bezeichnet. Verf. betont, daß die Beschreibung des Vor- 
ganges durch (.J) der atomistischen Struktur der Materie mehr angepaßt ist als die 
Beschreibung durch (D). Die Begriffsbildungen von L. Schwartz werden nicht 
explizit benutzt. ©. Heinz. 


Hydrodynamik : 


e Betz, A. (herausgegeben von): Naturforschung und Medizin in Deutschland 
1939—1946. Für Deutschland bestimmte Ausgabe der FIAT Review of German 
Seience. Bd. 11: Hydro- und Aerodynamik. Weinheim/Bergstraße: Verlag Chemie 
GmbH. 1953. 2258. 50 Abb. DM 14,—. 

Inhalt: A. Betz: Inkompressible Strömungen. W. Tollmien: Laminare Grenzschichten. 
L. Prandtl: Turbulenz. A. Betz: Kompressible Strömungen. W. Döring und H. Schardin: 
Detonationen. H.-G. Küssner und H.Billing: Instationäre Strömungen. M. Bentele: 
Verbrennungsvorgänge. G. Vogelpohl: Hydrodynamik des Schmierfilmes. 

e Martin, M. H. (edited by): Fluid dynamics. Proc. 4. Symposium Appl. 
Math. Amer. Math. Soc., Maryland, June 22—23, 1951. New York: MeGraw-Hill 
Book Company, Inc. 1953. V, 186p. $7,—. 

Die Arbeiten werden in dies. Zbl. einzeln besprochen. 

_  Ananjan, A. K.: Die transversale Zirkulation beim Umbiegen einer turbulenten 
Strömung in Wasserleitungen von kreisförmigem oder rechteckigem Querschnitt. 
Akad. Nauk Armjan. SSSR, Izvestija, fiz.-mat. estest. techn. Nauki 6, Nr. 1, 43—53 
u. armen. Zusammenfassg. 53—54 (1953) [Russisch]. 

Nazarjan, A.-G.: Gleichung der freien Oberfläche einer offenen Strömung bei 
Krümmung der Strahlen in einer vertikalen Ebene. Akad. Nauk Armjan. SSR 
[zvestija, fiz.-mat. estest. techn. Nauki 6, Nr. 1, 67—76 u. armen. Zusammenfassg. 
76—77 (1952) [Russisch]. 

Pater, A. D. de: La stabilit6 d’un dieöne se deplacant sur une voie en aligne- 


a Anniversary Vol. appl. Mechanis dedicated to C. B. Biezeno, 150—173 
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Theodorsen, Theodore: Theory of propellers. 
;sappl. Math. 4, 109—116 (1953). 

Betrachtet werden sowohl einfache als auch gegenläufige Luftschrauben opti- 

maler Auslegung, d.h. für den Fall, daß die Wirbelflächen mit einer konstanten 
' Geschwindigkeit w nach rückwärts gestoßen werden. Führt man einen Massen- 
koeffizienten x ein, der den Axialimpuls der Störströmung hinter der Luftschrau- 
ben-Ebene in Vergleich setzt zu dem Impuls, der herrschen würde, falls nur in dem 
Zylinder hinter der Luftschraube die Axial-Geschwindigkeit konstant gleich w 
wäre, so läßt sich zeigen, daß x auch den totalen induzierten Verlust mißt. Ganz 
entsprechend wird noch ein Verlustfaktor e für die axiale Geschwindigkeitskompo- 
nente eingeführt. Es wird dann gezeigt, daß sich sowohl der Schub- als auch der 
Leistungs-Belastungsgrad in sehr einfacher Weise durch w/V, x und e darstellen 
lassen. H. Söhngen. 

Keune, Friedrich und Klaus Oswatitsch: Nicht angestellte Körper kleiner 

Spannweite in Unter- und Überschallströmung. Z. Flugwiss. 1, 137—145 (1953). 

Das Störgeschwindigkeitspotential für die Strömung um Körper kleiner Querabmessungen 

(‚„quer‘‘ — senkrecht zur Anströmungs- = x-Richtung) genügt im Linearisierbarkeitsbereich 


seiner Differentialgleichung in Körpernähe quer zur Anströmung der zweidimensionalen Laplace- 
' gleichung p,, + fx: —=0 IM. Munk, N.A.C.A. Report 191 (1924)]. Neben dieses körpernahe 


Gebiet (b/e)YI1 — M%|< 1 (b= größte halbe Breite in y-Richtung, c —= größte Körperab- 
messung in x-Richtung, Mo = Machzahl der Anströmung) mit Mach-unabhängiger (,‚inkom- 
pressibler“‘) ebener Querschnittsströmung tritt in sehr großem Abstand r von der x-Achse 
(rYı —- M% > ec) die „‚Dipolzone“ im Unterschallfall (bzw. die uninteressante Parallelzone im 
Überschallfall). Zwischen beiden Zonen (aber natürlich ohne scharfe Trennung) liegt eine dritte 
Zone r > b mit vereinfachtem Strömungsbild, die der Achsensymmetrie (Verff. setzen Symmetrie 
des Störkörpers und der Strömung in bezug auf y=0 und in bezug auf z=0 voraus). Sie 
.gibt Veranlassung, den „äquivalenten Rotationskörper“‘ einzuführen ‚(gleiche Querschnitts- 
fläche wie der gegebene Körper). — Für die Querschnittsströmung ın Körpernähe r—b kann 


Fluid dynamics, Proc. Sympos. 


s(z) ee 
(a) 1 f ta m nV - y®? +2 dn+2(a) 
Uoo 7 (2) 


gesetzt werden, wo für flache flügelähnliche Körper f die aus der Dickenverteilung 2= h(®, Y) 
durch f(z, y) = h,(z, y) bestimmte Quellstärke, s(x) die lokale halbe Breite, uo die Anström- 
geschwindigkeit im Unendlichen und 2(x) der von Fr. Keune (dies. Zbl. 49, 133) eingeführte 
„Raumeinfluß“ ist, der physikalisch die Einflüsse aller anderen Körperteile auf den betrachteten 
Querschnitt x zusammenfaßt. Mit (1) ist die Geschwindigkeitskomponente v(z, y, 0) in y-Rich- 
tung bekannt, so daß z. B. Stromlinien auf dem Flügel bereits ermittelt werden können. Die 
x-Komponente u = , ist dagegen nur bis auf das additive Glied 2,(x) bestimmt und macht 
also die Kenntnis des Raumeinflusses erforderlich. Er ist achsensymmetrischer Natur und nach 
Oswatitschs Äquivalenzsatz (Z. angew. Math. Phys., im Druck) derselbe wie der des äquivalenten 
Rotationskörpers. In ihm ist die ganze Machabhängigkeit der Strömung konzentriert. Für 


B = Be (2) Inr(®), 


a2 +4nr 2m 


Ar)= — d= f Q. (8) Ve 
Ö 


für Mo =Y2 ist 


De dE ] 
= —_ — (E = — — Q,(2)Ioar(e), 
2&)= rl Q.(£) Ve = z)2 mu" 5% 


i die Beschränkung auf unmittelbare Körpernähe unnötig ist. Der Übergang vom r dieser 
en den te Kontur führt rl Raumeinfluß in unmittelbarer Körpernähe, = 
Übergang r—0 (wobei sich dann die logarithmischen Singularitäten aus Be Aa ze 
kompensieren) zu praktisch sehr brauchbaren Näherungsformeln (Keune, er elle 
früheren Resultaten von Oswatitsch (dies. Zbl. 43, 192) für den Macheinfluß auf < En er n ir 
digkeitsverteilung (Druckverteilung) um beliebige Rotationskörper folgt, daß vn “ s > 
nur von der örtlichen zweiten Ableitung der Querschnittsfläche nach ® abhängt = vn dire “ 
proportional ist. — Für Q,(0) = Q,() =0 und Mo >1 ergibt sich der Mach-unabhängig 
Widerstandsbeiwert 


[4 c 
1 ö & 9,2) -Q.2(E) 
ee 
0 0 


) 
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Ia0ee Se 
(S Bezugsflächefürc,,). Für @,(c)=0 kann wenigstens c,, (Mo) = €, (V2) re 3%: (e)In VM% EN 


ü i — Ei ührli hnetes Beispiel 
f ,(0) =0 und Mo >1 hergeleitet werden. — Ein ausführlich durchgerec i 
N Den mit abgeschnittenen Flügelspitzen, dessen Längsschnitte Parabelzweiecke 
sind, deren maximale Dicke linear mit y auf Null am Flügelrand absinkt, ee: re 

. Behrbohm. 


Cheng, Sin-I.: On the stability of laminar boundary layer flow. Quart. appl. 
Math. 11, 346—350 (1953). 

In der Stabilitätsrechnung für eine laminare Grenzschichtströmung wird ge- 
wöhnlich nach der Größe & = (x Re U’)-V3 (in der Arbeit des Verf. fehlt versehent- 
lich das Minuszeichen im Exponenten) entwickelt, wo & die räumliche Kreisfre- 
quenz der Störung, Re die mit der Grenzschichtabmessung gebildete Reynoldszahl 
und U’ der Gradient der Tangentialgeschwindigkeit an der ‚kritischen‘ Stelle ist. 
Bei der zweiten Näherung der Größenordnung e muß, wie Ref. [Jahrb. deutsch. 
Luftfahrtforsch. 1, 53 (1951)] bereits im einzelnen nachgewiesen hat, die Wirkung 
der normalen Geschwindigkeitskomponente in der Grenzschicht berücksichtigt 
werden. Es scheint Verf. entgangen zu sein, daß Ref. sie mit Hilfe der Kontinuitäts- 
gleichung durch die Tangentialkomponente ersetzt hat. J. Pretsch. 


Synge, J. L.: Flow of viscous liquid through pipes and channels. Fluid dyna- 
mics, Proc. Sympos. appl. Math. 4, 141—165 (1953). j 

Die laminare Strömung durch ein Rohr von gleichbleibendem Querschnitt gehorcht der 
gleichen Differentialgleichung wie die Torsion eines Stabes. Für einfache Querschnittformen 
sind analytische Lösungen bekannt. Um auch für beliebige Umrißformen eine Näherungs- 
lösung zu gewinnen, überträgt Verf. ein in der Elastizitätstheorie bereits bekanntes Differenzen- 
verfahren (hypereircle method) auf die Rohrströmung, wobei „Pyramidenfunktionen“ und 
zugeordnete Vektorfelder eingeführt werden. Der Grundgedanke des Verfahrens, nämlich die 
Zerlegung des Querschnitts in elementare Dreiecke, ist bereits von Courant (1943) gegeben 
worden. Der Vorteil gegenüber anderen Differenzenverfahren besteht darin, daß obere und untere 
Grenzen gegeben werden können. Das Verfahren wird am Beispiel des Sechseck- Querschnittes 
erläutert. Ein weiteres hydrodynamisches Problem, das den gleichen Differentialgleichungen ge- 
horcht und daher ebenfalls nach dieser Methode berechnet werden kann, ist die Gestalt der 
Wasseroberfläche in einem Kanal unter der Reibungswirkung eines in Längsrichtung wehenden 
Windes, wobei aber von einer Wellenbildung abgesehen wird. W. Wuest. 


Burgers, J. M. and M. Mitchner: On homogeneous non-isotropie turbulence 
connected with a mean motion having a constant veloeity gradient. I, II. Nederl. 
Akad. Wet., Proc. Ser. B 56, 228—235, 343—354 (1953). 

I. Der behandelte Fall ist wohl der einfachste Typ turbulenter Bewegung in 
einer scherenden Strömung, der aber offenbar nicht einmal annäherungsweise 
physikalisch realisierbar ist. Die Beziehungen für die Korrelation der Schwankungs- 
größen an verschiedenen Raumpunkten werden theoretisch behandelt. Die Her- 
leitungen führen auf ein Gleichungssystem für die Fourier-Transformierten des Ge- 
schwindigkeits-Korrelationstensors. — II. Die Untersuchungen des ersten Teiles 
werden fortgesetzt. Nach Einführung weiterer Vereinfachungen wird eine Beziehung 
für das Energiespektrum bei großen Wellenzahlen angegeben. Anschließend werden 
die Bewegungsgleichungen für nicht-homogene Turbulenz behandelt. .J. Rotta. 


e Batchelor, G. K.: The theory of homogeneous turbulence. (Cambridge Mono- 
graphs on Mechanics and Applied Mathematics.) Cambridge: At the University 
Press 1953. XI, 197 S. 25. net. 

Das Buch ist der erste Band einer geplanten Reihe von Monographien über Mechanik und 
angewandte Mathematik. Homogene Turbulenz ist dadurch gekennzeichnet, daß alle statisti- 
schen Kennzeichen der Strömung über den ganzen Raum konstant sind. Da auf diesem Zwei 
der Strömungslehre in den letzten Jahren erhebliche Forschungsarbeit geleistet wurde und die 
Veröffentlichungen in den Zeitschriften ziemlich verstreut sind, ist eine zusammenfassende 
Darstellung sehr zu begrüßen. Dem Verf., der selbst wesentliche Forschungsbeiträge zur homo- 
genen Turbulenz geleistet hat, geht es in erster Linie darum, dem Leser das Phänomen verständ- 
lich zumachen. Nach seinen eigenen Worten wählt er dazu sowohl rein mathematische Herleitun- 
gen als auch nur physikalisch beschreibende Darstellungen, jeweils welche ihm am besten geeignet 
erscheinen. Einem Kapitel über die mathematischen Darstellungsmethoden folgt die Anwendung 
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der Symmetrie- und Kontinuitätsbedingung, die insbesondere im Fall isotroper Turbulenz zu 
einer wesentlichen Vereinfachung des Problems führt. Einem Abschnitt über einige Probleme 
die sich auf lineare Beziehungen zurückführen lassen, schließt sich die Behandlung des vertlicheh. 
Abklingens als das zentrale Problem der homogenen Turbulenz an. Zwei weitere wichtige Ab- 
schnitte haben die Theorie des universellen Gleichgewichts, die auch unter dem Namen Theorie 
der örtlich isotropen Turbulenz bekannt ist, und das Abklingen-der Energie enthaltenden Wirbel 
zum Gegenstand. Bei der Behandlung der Ähnlichkeit der spektralen Energieverteilung während 
des Abklingens geht der Verf. nur auf den Fall konstanter Reynolds-Zahl ein und betrachtet 
leider nicht die allgemeinere Möglichkeit mit zeitlich veränderlicher Reynolds-Zahl. Der letzte 
Abschnitt behandelt die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Geschwindigkeitsschwankungen. 
Das Buch erfüllt seinen Zweck in hohem Maße und kann all denen empfohlen werden, die tiefer 
in das Wesen turbulenter Strömungen eindringen möchten. J. Rotta. 

Lin, €. €.: A eritieal discussion of similarity concepts in isotropie turbulence. 
Fluid dynamics, Proc. Sympos. appl. Math. 4, 19—27 (1953). 

L’equation öF/öt + W = 2vk2F, qui regit l’&volution de la fonetion spectrale 
F(k,t) de la turbulence homogene et isotrope, admet des solutions satisfaisant & 
des lois de similitude et qui sont de la forrme F=V?lf(k), W=V?w(kl), ou 
vV2= Atrl, ?= Bt. De ces solutions, on peut deduire la loi d’&volution de l’inten- 
sit6 de la turbulence w’. Trois formules ont €t& proposees, dont les deux dernieres 
ne eonsid£rent les lois de similitude comme rigoureuses qu’& partir de frequences 
suffisamment &levees. Ce sont: ?=att, ?=otr!+ß, W"=art+ß-+y. 
L’A. diseute les raisons physiques du manque de similitude aux basses fr&quences et, 
ä l’aide de l’&quation de transfert d’Heisenberg, amorce l’&tude de la stabilite du 
spectre au voisinage du quasi-equilibre. J. Bass. 

Chandrasekhar, $.: Some espeets of the statistical theory of turbulence. Fluid 
dynamics, Proc. Sympos. appl. Math. 4, 1—17 (1953). 


Dans la premiere partie, ’A. montre qu’un tenseur sol&noidal s’exprime comme rotationnel 
d’un tenseur de meme ordre completement antisymötrique, ayant les memes propri6t6s d’invari- 
ance. Si par exemple 9,; est un tenseur completement antisymötrique, 0; = Ejim © im/08ı 
est un tenseur solönoidal. Si g,; est isotrope, on peut Ecrire 9,5 = Q Ex &, W’ou resulte la forme 
generale des tenseurs Q,; du second ordre sol&noidaux et isotropes. Cette methode permet de 
retrouver rapidement la forme classique des corr&lations doubles dans un &coulement turbulent 
incompressible, homogene et isotrope, et l’equation de Karman-Howarth. Ces m&mes questions 
sont reprises dans la deuxieme partie avec l’hypothöse d’axisyme6trie. La troisieme partie est 
consacr&ee au probl&me de la naissance de champs magnötiques dans un fluide turbulent isotrope 
conducteur. L’auteur &tablit, & partir des &quations du mouvement, trois &quations reliant les 
scalaires assocides aux correlations doubles et triples entre la vitesse et le champ magne6tique. Il 
en tire quelques conclusions physiques sur les rapports entre les diverses sortes d’energies conte- 
nues dans le fluide. Le problöme des fluctuations de densit@ dans un fluide compressible est 


enfin aborde. Deux &quations sont &tablies, reliant 7 = (0 — 0) (0° — 0) & diverses corr6lations. 


Ces &quations sont simplifi&es gräce & ’hypothöse que les corr6lations quadruples 0 0’ u; u, entre 
la densite et la vitesse sont reli6es & la correlation double comme dans le cas d’une loi de Gauss. 
Moyennant l’hypothese adiabatique, et des hypotheses de regularite, on trouve une expression 
possible pour z. Les equations pr&cedentes, ötendues au cas ol les fluctuations de densite ont 
un effet gravitationnel important, contribuent ä expliquer V’instabilit6 de certains milieux tur- 
bulents illimites et la formation de condensations. J. Bass. 
Organesjan, L. A.: Die Gleichung für die Verteilung der transversalen Ge- 


schwindigkeiten und der Koeffizient der turbulenten Mischung bei der Bewegung einer 
Flüssigkeit an einer Biegung. Akad. Nauk Armjan. SSR, Izvestija, fiz-mat. estest. 
techn. Nauki 6, Nr. 1, 55—66 u. armen. Zusammenfassg. 66 (1953) [Russisch]. 
Weinstein, Alexander: The method of singularities in the physical and in the 
hodograph plane. Fluid dynamics, Proc. Sympos. appl. Math. 4, 167—178 (1953). 


Die von dem Verf. entwickelte verallgemeinerte axialsymmetrische Potentialtheorie hat zum 
Ziel, die verallgemeinerten Stokes-Beltrami-Gleichungen für verschiedene rationale Werte von p 
zu untersuchen (p = 0 Cauchy-Riemann-Gleichungen). Ihre Lösung kann in geschlossener Form 
dargestellt werden; für p = 1 erhält man das Quellringpotential im dreidimensionalen Raum, 
aus welchem durch Differentiation und Integration die Potentiale abgeleitet werden für einen 
Ring axialer oder transversaler Dipole und eine gleichmäßig mit Quellen oder transversalen 
Dipolen belegte Kreisscheibe. Für p= 3 definiert die Nullstromlinie die von Arndt (Diss. 
Göttingen 1916) behandelte Welle unter Torsion. Die Theorie führt auch die Strömung um ein 
geschlossenes Profil auf das elektrische Problem desselben Profils, aber in einem Raum von zwei 
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i ionen mehr zurück. Der Dipol in zweidimensionaler Strömung wird z. B. ersetzt durch 
ERERTE in vier Dimensionen. == yne (dies. Zbl. 48, 190) untersuchte auf diese Weise die 
axialsymmetrischen Strömungen um Spindel und Linse, letztere durch elementare „Verallge- 
meinerung der von Mehler [J. reine angew. Math. 68, 134 (1868)] gefundenen Lösung auf 
einen (2n + 1)-dimensionalen Raum. Außerdem kann die Theorie in der Hodographenebene für 
Näherungslösungen von Gasströmungen angewendet werden, weil nämlich die Stromfunktion 
der Gleichung von Tricomi, welche die Tschapligin-Gleichung annähert, der Gleichung eines 
axialsymmetrischen Potentials in der Meridianebene eines 2'/3.dimensionalen Raums genügt 
(Beispiel: transsonische Strömung um rechtwinkligen Keil in symmetrischer Lage in einem gerad- 
linigen Kanal). j AEL. J. Pretsch. 

Krzywoblocki, M. Z. V.: Of the extension of Friedrichs’ theorem on non- 


vanishing of the Jacobian to rotational inviscid isentropie and viscous flows. Bull. 


Soc. math. Grece 27, 68—84 (1953). 4 

Verf. knüpft an einen auf Nikolsky und Taganov zurückgehenden Satz, den K.O. 
Friedrichs ergänzt hat, an: in einem wirbelfreien Überschallgebiet einer haftfreien (inviscid) 
Flüssigkeit können nirgends Grenzlinien auftreten, sofern die Randbedingungen längs einer 
stetigen und einmal stetig differenzierbaren Randkurve überall erfüllt sind (vgl. K.O. Fried- 
richs, dies. Zbl. 39, 414). Das Auftreten solcher Grenzlinien steht in engem Zusammenhang 
mit dem Verschwinden der Funktionaldeterminanten längs einer bestimmten Kurve in der 
Hodographenbildebene, und der von Friedrichs geführte Beweis zeigt daher auch genau, daß 
die erwähnte Jakobische Determinante im betrachteten Gebiet nirgends verschwinden kann. 
Im ersten Teil der vorliegenden Abhandlung gibt Verf. eine Verallgemeinerung des Friedrichs- 
schen Satzes auf den Fall einer Wirbelströmung einer haftfreien Flüssigkeit, im zweiten Teil 
werden die Ergebnisse weiter ausgedehnt auf den zähflüssigen Fall. Die Untersuchung verwendet 
die Theorie der Stromfunktion von L.Crocco. Auch in den angegebenen allgemeineren Fällen 
gilt das Ergebnis von K.O. Friedrichs, wenigstens solange die Existenz einer Lösung des 
Systems der zugrunde liegenden partiellen Differentialgleichungen angenommen werden darf. 

M. Pinl. 

Braun, I.: The momentum equations of the Reiner liquid. Rend. Cire. mat. 
Palermo, II. Ser. 2, 258—265 (1953). 

Bei der Reiner-Flüssigkeit handelt es sich um eine besondere Form der Bezie- 
hungen zwischen dem Spannungs- und Verzerrungs-Geschwindigkeits-Tensor 
(strain-rate-Tensor), durch die die Vorgänge der Nachwirkung und des Kriechens 
dargestellt werden sollen. Die als „Momentengleichungen‘‘ bezeichneten nicht- 
linearen Bewegungsgleichungen stellen eine Erweiterung der Navier-Stokesschen mit 
zwei Stoffkonstanten dar. Die Gleichungen werden in invarianter Form angegeben, 
so daß die Verwendung allgemeiner krummliniger Koordinaten ohne weiteres mög- 
lich ist. Die Arbeit enthält fast nur Formeln, über das physikalische Verhalten wird 
nichts ausgesagt. Th. Pöschl. 

Müller, Wilhelm: Die Energiegleichung für die Wärmeübertragung bei der 
kompressiblen Flüssigkeits- und Gasströmung mit Reibung. Österreich. Ingenieur- 
Arch. 7, 77—87 (1953). 

Die Erhaltungssätze für Impuls und Energie in einer kompressiblen, zähen 
Flüssigkeit mit konstanter Wärmeleitzahl werden angeschrieben und nach verschie- 
denen Gesichtspunkten umgeformt und diskutiert. Die Arbeit enthält weder 
mathematisch, noch physikalisch Neues. @. U. Schubert. 


Chen, Yu Why: Flows through nozzles and related problems of eylindrical and 
spherical waves. Commun. pure appl. Math. 6, 179—229 (1953). 

In dieser Arbeit, einer Erweiterung früherer Untersuchungen des Verf. (dies. Zbl. 49, 259), 
wird vor allem die Frage ausführlich behandelt, wie sich bei drehsymmetrischen isotropen Düsen- 
strömungen die Strömungsverhältnisse in der Umgebung der Spitze S des Machschen Einlaufs- 
konoids gestalten. Es zeigt sich, daß die linearisierte Theorie dort zu falschen Aussagen gelangt. — 
Anstatt die auf charakteristische Koordinaten transformierten Differentialgleichungen unter 
Berücksichtigung der von der Düsenkontur herrührenden Randbedingungen zu lösen, wird eine 
Geschwindigkeitsverteilung längs der Düsenachse vorgeschrieben, und es wird die Existenz bzw. 
Nichtexistenz einer stetigen Strömung in der Umgebung von S und längs der von S ausgehenden 
Machlinien untersucht. Die Strömung wird durch Strömungswinkel 8 gegen die Düsenachse (= x- 
Achse) ur:d durch ß beschrieben, wo tge®ß = M?—1 (M Machzahl). 8 liege im Punkt x, der 
Achse y = 0, und in der Umgebung von 8 sei gegeben: 9=0,8B =, +0 [(& — z)r für 2 Mehr, 


und 0=0,B=ß,+O[(x—x,)”] für ©> x,. Für y>3%y'>} ist dann die Strömung in 
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der Umgebung von S stetig. Die Unstetigkeit in 5 wird im Medium absorbiert in dem Sinne, 
daß die ersten partiellen Ableitungen von ß, O nach x, y beim Überschreiten der auf $ zugehenden 
und der von S ausgehenden Charakteristiken stetig bleiben. Ist dagegen y>4, y’=4, wobei 
für > x, dann genauer P=ß, + B(x— 0)? + O[l® — %)”] mit y’ >} gelten möge, 
so erleiden jedenfalls die ersten Ableitungen von ß, 0 nach x, y sprunghafte Unstetigkeiten der 
auf $S zulaufenden Machwellen ©_. Für die von S weglaufenden Machwellen CO, hat man den Fall 
B<0 der Kompression und den Fall B> 0 der Expansion zu unterscheiden: Im Kompres- 
sionsfall gibt es keine stetige Strömung, vielmehr Grenzlinien in der beidseitigen Nachbarschaft 
von C,, im Expansionsfall dagegen ist die Strömung dort stetig. Die genauere Untersuchung 
zeigt nämlich, daß für B > 0 die Ableitungssprünge auf C_ nicht — wie die linearisierte Theorie 
sagt — als logarithmische Singularitäten längs CO, „reflektiert‘“ werden, sondern sogar stetig 
sind beim Überschreiten von C;. — Die Übertragung der Methode auf instationäre zylindrische 
und sphärische Wellen wird kurz besprochen. U.a. ergibt sich, daß es für sphärische Wellen 
keine in der Umgebung des Zentrums stetige Wellen gibt, die Unstetigkeiten erster Ordnung 
längs der Machlinien haben. — Existenz- und Eindeutigkeitssätze für die Lösungen des Diffe- 
rentialgleichungssystems beim charakteristischen und bei gewissen anderen Anfangswertproblemen 
sowie Iterationsverfahren zur Gewinnung der Lösungen werden im zweiten Teil der Arbeit be- 
handelt, H. Behrbohm. 

Krzywoblocki, M. Z. E.: Bergman’s linear integral operator method in the 
theory of eompressible fluid flow. B. Super- and transonie flow. Österreich. Inge- 
nieur-Arch. 7, 336—370 (1953). 

In diesem zweiten Teil seiner Zusammenfassung der Bergmanschen Operatorenmethode 
(vgl. dies. Zbl. 47, 437) behandelt Verf. die stoßwellenfreie Überschallströmung und die Schall- 
durchgangsströmung. Eine Methode, um die Stromfunktion einer Überschallströmung aus den 
Lösungen der linearen hyperbolischen Differentialgleichung %,. — Yy, = 0 zu gewinnen, be- 
steht in der Anwendung der Riemannschen Funktion. Eine zweite Art der Darstellung der 
Lösungen wird mit Hilfe zweier willkürlichen Funktionen einer reellen Variablen gefunden und der 
Konvergenzbereich der dabei benutzten Reihenentwicklungen untersucht. Wenn die Geschwin- 
digkeit nur zwischen engen Grenzen variiert, können Näherungsformeln gewonnen werden, 
die der linearisierten Theorie entsprechen. Bei der Anwendung der Integraloperatoren auf die 
Schalldurchgangsströmung besteht die Aufgabe einmal darin, die Grenzwerte der Stromfunktion 
auf der Schallinie zu bestimmen und dann das Anfangswertproblem des Überschallbereiches 
zu untersuchen. Besonders geeignet erweist sich hierzu der „Integraloperator zweiter Art‘, der 
für den vereinfachten Fall der Trieomischen Gleichung eingehend erörtert wird, aber auch auf 
die exakte Kompressibilitätsgleichung angewandt wird. Schließlich wird noch ein Verfahren 
angegeben, das auf einer Kombination des Integraloperators mit Öaplygins Den 

. Wuest. 


Lighthill, M. J.: On boundary layers and upstream influence. I. A comparison 
between subsonie and supersonie flows. II. Supersonic flows without separation. Proc. 
Roy. Soc. London, Ser. A 2317, 344—356, 478—507 (1953). 


I. Die Wirkung stromauf einer aufwärts steigenden Stufe bei laminarer und turbulenter 
Grenzschicht in Unter- und Überschallströmung wird behandelt, indem vor der Stufe ein von 
einer freien Stromlinie begrenztes Ruhegebiet angenommen wird. Bei Überschall ist die Grenze 
dieses Ruhegebietes geradlinig, bei Unterschall konkav gekrümmt und in klassischer Weise 
mittels konformer Abbildung zu berechnen. Der zunächst unbekannte Anfangspunkt des Ab- 
lösungsgebietes bestimmt sich aus der durch die Druckverteilung bedingten Ablösung. Bei 
gleichem Druckkoeffizienten im Ablösungsgebiet ist die Stromaufwirkung im allgemeinen bei 
Unterschall etwas größer als bei Überschall. Ein Vergleich mit ähnlich gerichteten Versuchen 
von G. Drougge (Vortrag auf dem 8. Internat. Kongr. f. theoret. u. angew. Mechanik, Istanbul 
1952) ist leider nicht durchgeführt. — II. Die Grenzschichtwirkung stromaufwärts in Überschall- 
strömung wird für einen von auswärts einfallenden Stoß oder für ein Abweichen der Wand 
von der Anströmrichtung untersucht. In einer früheren Arbeit haben T sien und Finston die 
Grenzschicht durch eine reibungsfreie Unterschallschicht ersetzt. 1 )och bleibt dabei die Machzahl 
und die Dicke dieser Schicht unbestimmt. Später hat Lighthill die Grenzschicht durch eine 
reibungsfreie Schicht kontinuierlich abnehmender Machzahl ersetzt. „Dabei ergab sich kaum 
ein Effekt stromauf, was nicht verwundert, weil bei verschwindender Geschwindigkeit und Rei- 
bung an der Wand auch der Druck dort konstant sein muß. In vorliegender Arbeit läßt Light- 
hill die Machzahl in einer reibungsfreien Schicht abnehmen bis zu einem endlichen Unterschall- 
wert 0< M,<1. Dieser endliche Wandwert M, ersetzt die Schubspannungen und wird aus 
diesen bestimmt. Die aufgeprägte Störung wird F\ ourier-analysiert, wobei sich für jede ‚Wellen- 
länge ein anderer Wert von M, ergibt. Die wesentlichen Ergebnisse dieser "Theorie sind eine 
abnehmende Wirkung stromauf mit wachsender Machzahl, eine zunehmende Wirkung ROT 
im Laminaren mit steigender Reynoldszahl, aber eine abnehmende Wirkung stromauf mit deı 
Reynoldszahl im Turbulenten. Im letzteren Fall ist die Wirkung stets sehr klein. Die Resultate 
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decken sich im wesentlichen mit der älteren und wahrscheinlich gröberen Theorie von Oswa- 
titsch-Wieghardt, wie diese später bestätigt wurde von Kuo-Ritter und Liepmann. 


K.Oswatitsch. 
Behrbohm, Hermann: The method of upwash-cancellation in linearized super- 
sonie wing theory as applied to the double-delta wing with subsonic leading edges. I. 
Svenska Aeroplan A. B., Techn. Notes 1953, Nr. 18, 37 S. (1953). 
Die Arbeit behandelt das Auftriebsproblem an einem mit Überschallgeschwin- 
digkeit fliegenden konkav geknickten Dreieckflügel. Wie üblich kann die Machzahl 


auf y2 normiert werden. Als Parameter bleiben dann der Winkel an der Spitze, der 
Knickwinkel und die Knickstelle. Die Einflüsse des in das kegelige Auftriebsfeld 
des Dreiecksflügels hineinragenden dreieckigen Flügelteiles werden auf die Weise 
bestimmt, daß die längs Geraden konstanten Aufwinde gelöscht werden und der 
Einfluß dieses Löschens für die einzelnen Geradenstücke bestimmt wird. Durch 
Integration über diese Teileinflüsse wird der Gesamteffekt gewonnen. Berechnet 
wurde Auftrieb und Kippmoment für eine durch 3 Parameter bedingte große Mannig- 
faltigkeit. K. Oswatitsch. 


Behrbohm, Hermann: The method of upwash-cancellation in linearized super- 
sonie wing theory as applied to the double-delta wing with subsonie leading edges. 
II. Velocity potential and pressure distribution at asymmetrical flow eonditions. Svens- 
ka Aeroplan A. B., Techn. Notes 1953, Nr. 19, 26 S. (1953). 

Es handelt sich um eine Fortsetzung der vorstehend besprochenen Arbeit des 
gleichen Verf. Während jedoch in ersterer Gesamtkräfte und Momente berechnet 
wurden, wird hier das Potential und die Druckverteilung bestimmt. 

K.Oswatitsch. 


Behrbohm, Hermann: A semi-numerical method for the determination of the 
disturbance velocity potentia! and the pressure distribution of double-delta wings with 
subsonic leading edges in supersonie flow. I. Symmetrical flow conditions. II. Uni- 
form piteh and roll conditions. Svenska Aeroplan A. B., Techn. Notes 1953, Nr. 20, 
24 p., Nr. 21, 25 p. (1953). 

I. Auch diese Arbeit benützt die Methode des „Aufwindlöschens‘ des Verf. Viel- 
fach ist eine halbnumerische Methode vorzuziehen, indem nur die singulären Anteile 
analytisch, die regulären jedoch numerisch gewonnen werden. Auf diesem Wege 
werden hier Luftkräfte und ihre Verteilungen für symmetrische Bedingungen zur 
Längsachse berechnet. II. Analytische Integrationen führen für Anstellwinkel- 
verteilungen zu beträchtlichem Aufwand. Daher ist für das Rollen die halbnume- 
rische Methode überlegen. K.Oswatitsch. 


Busemann, Adolf: The non-existence of transonie potential flow. Fluid 
dynamics, Proc. Sympos. appl. Math. 4, 29—39 (1953). 


Hu Das typische Verhalten von Strömungen mit Schalldurchgang wird an Hand der Tricomi- 
Gleichung Yu = Y Ya = 0 untersucht. Der Produktansatz y = f(y)-g(x) liefert Lösungen 
die für y=y, und y=%, verschwinden. Typisch für diese Lösungen ist, daß entweder q 
periodisch und /für y<0 aperiodisch und für 4 > 0 periodisch oder g aperiodisch und f für 
y<0 periodisch und für y> 0 aperiodisch ist. Eine Verallgemeinerung dieser Lösungen ge- 
stattet, die Amplitude von / noch zu beeinflussen. Fragt man nun danach, wodurch diese T3. 
sungen im einzelnen bestimmt sind, so ergibt sich in Übereinstimmung mit bekannten Resultaten 
daß im elliptischen Bereich (y, < %, < 0) die Bedingung y=0 für y= y, und y=y durch 
Randbedingungen vervollständigt werden muß, d.h. durch zwei „einwertige““ Bedin; ungen 
(z. B. die F unktionswerte y) an den beiden Enden des durch y = Yı und y=y ern 
Streifens, während im hyperbolischen Bereich (0 < Yyı < Y,) statt dessen eine „zweiwerti er 
Bedingung (z.B. Funktionswert und Ableitung nach &) an einem Ende die Lösung ee 
siert. In einem Parallelstreifen Y <0 < y, sind dementsprechend zwei einwertige Bedingungen 
an den beiden Enden des Bereiches y < 0 und eine zweiwertige Bedingung an einem Ende Fr 
Bereiches % >0 zur Bestimmung der Lösung notwendig und hinreichend. Diese Lösungen 
kann man auf den Fall verallgemeinern, daß der Rand des Streifens im Gebiet y>oO Ar 
geradlinig und parallel der y-Achse ist, sondern etwa keilförmig verläuft und nahe an der y- 
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Achse liegt. Eine zweiwertige Anfangsbedingung an einem der beiden Enden des Keils läßt hier 
die Lösung unter- oder überbestimmt erscheinen. Sodann werden Bereiche untersucht, die sich 
aus zwei Bereichen der angegebenen Art zusammensetzen, wobei an den gemeinsamen Grenzen 
Stetigkeit der Lösung verlangt wird. Von hier aus ergibt sich wieder das Tricomi-Problem. Aus 
all dem folgt, daß um ein beliebig vorgegebenes Profil i. a. keine Potentialströmung mit Schall- 
durchgang existiert. Existiert doch eine, dann genügt eine noch so kleine Änderung des Profils, 
um die Potentialströmung zusammenbrechen zu lassen. C. Heinz. 

Gullstrand, Tore R.: Transonie flow past two-dimensional aerofoils. Z. Flug- 
wiss. 1, 38—46 (1953). 

Die Arbeit ist eine kurze, zusammenfassende Darstellung der bisher nur in 
Berichtsform vorliegenden Veröffentlichungen des Verf. Sie behandelt die Berechnung 
der Geschwindigkeitsverteilung an nicht angestellten und angestellten Profilen, 
welche mit einer Geschwindigkeit nahe der Schallgeschwindigkeit fliegen, mit der 
Integralgleichungsmethode. Bezüglich Einzelheiten und weiterer Resultate sei auf 
die Einzelarbeiten (T. R. Gullstrand, dies. Zbl. 49, 134, 135) hingewiesen. 

K.Oswatitsch. 


Martin, M. H. and W.R. Thickstun: An example of transonie flow for the 
Trieomi gas. Fluid dynamics, Proc. Sympos. appl. Math. 4, 61—73 (1953). 

Unter vereinfachenden Annahmen kann die gasdynamische Gleichung bekanntlich im 
Hodographen auf die Tricomi-Gleichung zurückgeführt werden. Den zu dieser Vereinfachung 
wiedergegebenen Literaturstellen der Verf. möchte der Ref. seine gemeinsam mit K. Wieghardt 
6 Jahre früher verfaßte Arbeit hinzufügen (siehe etwa Oswatits ch, Gasdynamik, Zitat IX, 4, 
dies. Zbl. 48, 193). Die Vereinfachung der gasdynamischen Gleichung läßt sich auch dem Medium 
aufprägen. Dieses wird in der amerikanischen Literatur dann gern als Tricomi-Gas bezeichnet. 
Von diesem wird hier nochmals gezeigt, daß es in einem Punkt des 0, p-Diagramms in Tangente 
und Krümmung mit einem idealen Gas zur Deckung gebracht werden kann. Es muß allerdings 
erwähnt werden, daß dieses Resultat — wie länger bekannt — trügerisch ist, weil die Kurven im 
weiteren Verlauf voneinander so rasch abweichen, daß eine Beschränkung auf den unmittelbaren 
Schallbereich erforderlich erscheint. Schließlich wird eine exakte Lösung der Gleichung diskutiert. 
Sie entspricht dem Schalldurchgang in Laval-Düsen und wurde bereits im wesentlichen von 
H. Behrbohm (dies. Zbl.36, 118) auf anderem Wege hergeleitet und behandelt. K.Oswatitsch 

Carrier, G. F. and K.T. Yen: On the construction of high-speed flows. Fluid 
dynamics, Proc. Sympos. appl. Math. 4, 55—60 (1953). 

Thomas, T.I.: On the problem of separation of supersonie flow from curved 
profiles. Fluid dynamics, Proc. Sympos. appl. Math. 4, 47—53 (1953). 

Cabannes, Henri: Sur la formation des ondes de choc. Ann. Fac. Sei. Marseille, 
II. Ser. 22, 147—163 (1953). 

Verf. betrachtet eindimensionale Strömungen eines idealen Gases (mit c,/c, = k = const) 
mit Stoßwellen. Die Entropieverteilung wird durch eine willkürliche Funktion @(y) der Strom- 
funktion y beschrieben und kann stets als durch eine Stoßwelle in ursprünglich homogenem 
Medium erzeugt angenommen werden. — Weiterhin wird k = 3 gesetzt. Die Hadamardsche 
geschlossene Lösung des isentropischen Falles wird angewandt auf ein Beispiel mit einer für 
t=0 stückweise linearen Dichteverteilung, sowie auf die von einem beschleunigten Kolben 
erzeugten einfachen Wellen. In beiden Fällen entsteht an einer bestimmten Stelle eine Stoß- 
welle. Im Falle der Kolbenbewegung wird deren Verlauf explizit angegeben auf Grund von 
Näherungsformeln für schwache Stoßwellen. (Anm. des Ref.: dies ist auch für k +3 durch- 
führbar.) Jedoch gilt die Angabe des Verf., daß die bei Anfang der Kolbenbewegung (x = = 0) 
beginnende Charakteristik den Anfangspunkt der Stoßwelle trifft, nur unter speziellen Vor- 
aussetzungen; insbesondere nicht, wenn die Bewegung mit der Beschleunigung Null beginnt 
(vgl. Courant-Friedriechs, Supersonie Flow and Shock Waves, New York 1948, 8. 112). — 
Speziell wird der Fall untersucht, daß die Einhüllende der Charakteristiken zu einem Punkt 
entartet. „F- Wecken. 

Burgers, J. M.: Nonuniform propagation of plane shock waves. Fluid dynamics, 


Proc. S os. appl. Math. 4, 101—108 (1953). 
fen alla sich mit der Diskussion der ungleichförmigen Ausbreitung ebener 
Stoßwellen. Diese Ungleichförmigkeit kann verschiedene Ursachen haben, z. B. ein inhomogener 
Anfangszustand des Gases, in dem die Wellenausbreitung sich vollzieht oder das Vorhandensein 
einer Massenkraft in Richtung der fortschreitenden Welle. Die Behandlung baut konsequent 
auf der Lagrangeschen Darstellung auf, bei der eine Substanz-Koordinate und die Zeit als un- 
abhängige Variable eingeführt werden. Als Zustandsänderung wird die Adiabate eines idealen 


Gases vorausgesetzt, und es wird vor allem die Strömung im Nachlauf einer Stoßwelle untersucht. 
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Ein allgemeines Lösungsverfahren, das auf Potenzreihenentwicklung beruht, wird skizziert. 
Es werden im Anschluß daran andere Näherungsmethoden besprochen, so das Verfahren von 
Brinkley und Kirkwood und ein vom Verf. selbst entwickeltes Verfahren, das für starke 
Stoßwellen gültig ist. Beide Verfahren führen zu gewissen Abschätzungen, sind aber für die 
numerische Berechnung weniger geeignet. @. Heinrich. 

Burgers, J. M.: Some remarks on detonation and deflagration problems in 
gases. Anniversary Vol. appl. Mechanies, dedicated to ©. B. Biezeno, 70—80 (1953). 

A discussion of the uniqueness of the solutions of the equations for a weak de- 
flagration in a flowing gas, ideal gas laws and constant specific heats being assumed. 
Solutions of practical importance are obtained only for a narrow range of Mach 
numbers. J. Jacobs. 

Kärmän, Theodore von and Gregorio Millän: The thermal theory of constant 
pressure deflagration. Anniversary Vol. appl. Mechanics dedicated to ©. B. Biezeno, 
58—69 (1953). 

The thermal theory considers heat transfer without diffusion through a combu- 
stion front fixed in space. Laminar non-viscous flow at constant pressure is assumed. 
It is concluded that (i) most of the chemical reaction occurs near the final temperature 
independently of the ignition temperature, (ii) the mass flow also is independent of 
ignition temperature and is nearly constant, except near the final temperature. 

J. Jacobs. 

Travers, Serge: La resistance de l’air rarefi& par V’altitude. C.r. Acad. Sci., 
Paris 237, 1634—1635 (1953). 

Sokolov, Ju. D.: Über eine Aufgabe der Theorie der instationären Bewegungen 
des Grundwassers. Ukrain. mat. Zum. 5, 159—170 (1953) [Russisch]. 

PoloZij, 6. N.: Die Methode der Bewegung der Grenzpunkte und der Majo- 
rantengebiete in der Theorie der Filtration. Ukrain. mat. Zurn. 5. 380-400 (1953) 
[Russisch ]. 

Meyer, R. E.: On waves of finite amplitude in duets. Fluid dynamics, Proc. 
Sympos. appl. Math. 4, 41—45 (1953). 

Vgl. dies. Zbl. 47, 185. 

Koning, C.: Some interference problems. Anniversary Vol. appl. Mechanics, 
dedicated to C. B. Biezeno 82—98 (1953). 

Chaskind, M. D.: Die Beugung der Wellen an einem sich bewegenden zylin- 
drischen Schiff. Priklad. Mat. Mech. 17, 431—442 (1953) [Russisch]. 

Die Bestimmung der störenden Kräfte, die das Schiff auf den Wellen schaukeln, 
läßt sich zurückführen auf die Lösung einer Aufgabe über die Beugung von Wellen 
an einem sich über die Oberfläche einer schweren Flüssigkeit bewegenden Schiff 
[vgl. Chaskind, Priklad. Mat. Mech. 10, Nr. 1 (1946)]. Hier wird diese Aufgabe 
für ein zylindrisches Schiff von unendlicher Länge betrachtet und eine Methode zur 
Konstruktion genauer Lösungen in speziellen Fällen gegeben, Die Methode ist eine 
Weiterentwicklung der Methode aus einer früheren Arbeit (Chaskind, dies. Zbl. 52, 
431). Zusammenfassung des Autors. 

Greene, Thom R. and Albert E. Heins: Water waves over a channel of infinite 
depth. Quart. appl. Math. 11, 201—214 (1953). 

| In drei früheren Arbeiten (dies. Zbl. 35, 421; 38, 122; 43, 408) hat der zweite 

Verf. Schwerewellen in Kanälen endlicher Tiefe untersucht. Diese Rechnungen 
werden nun auf den Kanal unendlicher Tiefe ausgedehnt für die Fälle, daß ein Dock 
vorhanden oder eine ebene Barriere eingetaucht ist. Das Problem des Anschlusses 
zweier freier Oberflächen soll später behandelt werden. J. Pretsch. 

Frazer, R. A.: Some problems in aerodynamies and structural engineering 
related to eigenvalues. Nat. Bur. Standards, Appl. Math. Ser, 29, 65—74 (1953), 
BI oem: Überblick (fast ohne Formeln) über verschiedene technische Eigen- 

aufga e z. B. Flatterschwingungen, Brückensehwingungen, Stabilität von 


Flüssigkeitsströmungen u. a., und über den Vergleich zwischen Näherungsrechnungen 
und Beobachtungen. L. OCollatz 
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Wärmelehre: 


Doucet, Yves: Entropie de fusion et allure des courbes eryomötriques. Cr. 
Acad. Sci., Paris 237, 1688— 1690 (1953). 

Die molare Gefrierpunktserniedrigung At/x hängt bei realen Gemischen vom 
Molenbruch x des gelösten Stoffes ab, und zwar nimmt sie mit x zu (ab), wenn 
die Mischungsentropie > (<) 4 cal/Grad Mol ist. Ersteres ist der häufigere Fall 
(z. B. Benzol), letzteres trifft besonders bei kugelsymmetrischen Molekülen zu (z. B. 
Cyelohexan, Kampfer). L. Waldmann. 

V erschaffelt, J. E.: Sur l’introduetion de l’&leetromagn6tisme dans la thermo- 
me6canique. Acad. Roy. Belgique, Bull. Cl. Sei., V. Ser. 39, 922—936 (1953). 

Kemp, Peter H.: Thermodynamies of irreversible eleetrochemical phenomena. 
Nature 172, 497—498 (1953). 

Groot,. $S. R. de: Hydrodynamies and thermodynamies. Fluid dynamics, Proc. 
Sympos. appl. Math. 4, 87—99 (1953). 

Kurze Übersicht über Grundlagen und Methode der Thermodynamik der irre- 
versiblen Prozesse. J. Meixner. 

Glansdorff. P.: Proprietes variationnelles et invariantives deduites de expression 
generale des bilans. Acad. Roy. Belgique, Bull. Cl. Sei., V. Ser. 39, 971—982 (1953). 

Es werden die freien Extremalen eines Integrals über die totale Ableitung 
einer massenspezifischen Zustandsfunktion in einem beliebigen Geschwindigkeits- 
feld, integriert über ein bewegtesVolumen und ein festes Zeitintervall, mit geeigne- 
ten Nebenbedingungen aufgesucht. Ihr Zusammenhang mit Extremalprinzipien 
in der Thermodynamik der irreversiblen Prozesse wird diskutiert. J. Meizner. 

Onsager, L. and S. Machlup: Fluetuations and irreversible processes. I. Phys. 
Review, II. Ser. 91, 1505—1512 (1953). 

Verff. untersuchen den mittleren zeitlichen Ablauf der Schwankungen thermodynamischer 
Zustandsgrößen, die sich in einem kinetischen Modell als Summen solcher molekularen Variablen 
darstellen lassen, die invariant gegen Umkehr der Zeit sind. In die den zeitlichen Ablauf be- 
stimmenden Differentialgleichungen gehen erstens die in der phänomenologischen Theorie der 
irreversiblen Prozesse auftretenden verallgemeinerten Kräfte und zweitens willkürlich schwan- 
kende Zusatzkräfte ein, welche nur der Bedingung genügen sollen, daß die zu untersuchenden 
Schwankungserscheinungen Markoffsche Prozesse sind. Aus dem molekular-kinetischen Auf- 
bau der thermodynamischen Zustandsgrößen ergibt sich, daß es sich um Markoff-Gaußsche 
Prozesse handelt. Für diese lassen sich die benötigten Wahrscheinlichkeitsdichten als Funk- 
tionen der Zeit konstruieren. Für den mittleren zeitlichen Verlauf der Schwankungen ergeben 
sich dieselben Gesetze wie bei den irreversiblen Prozessen. Das Boltzmannsche Prinzip 
S—k-logW wird dahingehend erweitert, daß sich die Wahrscheinlichkeit einer zeitlichen Ab- 
folge von bestimmten Zuständen aus Entropiegliedern und dissipativen Gliedern aufbaut. Die 
phänomenologischen Gleichungen der irreversiblen Prozesse lassen sich daraus mittels eines 
Extremalprinzips (kleinste Dissipation) herleiten. @. U. Schubert. 

Machlup, S. and L. Onsager: Fluetuations and irreversible process. II. Systems 
with kinetie energy. Phys. Review, II, Ser. 91, 1512—1515 (1953). 

Die Überlegungen der vorstehend besprochenen Arbeit werden so erweitert, 
daß Systeme mit Beschleunigungsgliedern behandelt werden können. Dabei 
müssen die thermodynamischen Kräfte allgemeiner definiert werden. Damit 
lassen sich wieder Reziprozitätsrelationen angeben. Es gibt eine Dissipationsfunktion, 
aus der man mittels eines Extremalprinzips die phänomenologischen Gleichungen 
der irreversiblen Prozesse erhält. Auch die die Schwankungserscheinungen bestim- 
menden Wahrscheinlichkeitsdichten werden konstruiert. @. U. Schubert. 

Dutta, M.: An essentially statistical approach to the thermodynamie problem. 
Proc. nat. Inst. Sei. India 19, 109—126 (1953). 5 5 

Verf. betrachtet ein allgemeines System, welches Energie E und Materie M mit der Um- 
gebung austauschen kann. Für die Wahrscheinlichkeit Pt, z, E,M), den Zustand E, M vor- 
zufinden, wird folgender Ansatz gemacht: P(t,z. B, M)=WiE, M)t”z*jf(t, z). Hiernach 
sind also t und 2 a-priori-Wahrscheinlichkeiten, W(E,M) gibt die Anzahl der Zustände für be- 
stimmte Werte von E und M an, weiter bedeutet fit, z) die Zustandssumme. Die Maximum- 
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bedingung für Pt,z, E, M) führt zu folgenden zwei Gleichungen: M, = (2/öto) log T (ko zo). 
und Eu, = 2, (8/62,) 108 F (to, 20). Mo und E„ sind zugleich Mittelwerte. Verf. zeigt die Eindeutigkeit 


von t, und 2,. Eine thermodynamische Betrachtung ergibt 2, = ae und 4 = Pa ke wobei 
ıı dag chemische Potential ist. Mit Hilfe von P (ty, 29, E, M) werden dann die bekannten, bereits 
von Fowler aufgestellten Formeln für thermodynamische Größen, Mittelwerte und Schwan- 
kungen ohne Benutzung der Sattelpunktsmethode hergeleitet. H. Falkenhagen-@. Kelbg. 

Eckart, Carl: Relation between time averages and ensemble averages in the 
statistical dynamics of continuous media. Phys. Review, II. Ser. 91, 784— 790 (1953). 

Die in der Theorie der Turbulenz entwickelte Methode der Korrelationen wird 
angewandt auf den Fall eines dreidimensionalen Feldes p(r, t), das der Gleichung 
öplöt = Lp genügt (L ein linearer Operator). Die mit der Nichtlinearität der Tur- 
bulenzgleichungen verbundenen mathematischen Schwierigkeiten fallen hier weg, 
und konkrete Probleme, wie z. B. die Streuung von Licht durch statistische Inhomo- 
genitäten des Brechungsindex, lassen sich vollständig behandeln. 

L. Waldmann. 

Nanda, V. S.: A note on Gentile statisties. Proc. nat. Inst. Sei. India 19, 595 — 
599 (1953). 

Es wird am Beispiel des idealen Gases im Kastenpotential gezeigt, daß für 
das thermodynamische Verhalten des Systems der Gruppencharakter der Wellen- 
funktion maßgebend ist und nicht eine wie bei Gentile eingeführte maximale Be- 
setzungszahl der Energieniveaus. Die Zustandssummen werden zu diesem Zweck 
in höherer Näherung als üblich berechnet. G. U. Schubert. 


Schmidt, Helmut: Eine einfache Herleitung der Verteilungsfunktionen für 
Bose- und Fermi-Statistik. Z. Phys. 134, 430—431 (1953). 


Titeica, Serban: Le troisitme prineipe de la thermodynamique et la m&canique 
statistique. Acad. Republ. popul. Romäne, Inst. Fiz., Studi Cerc. Fiz. 4, 7—14 u. 
russ. u. franz. Zusammenfassg. 14 (1953). 

On demontre que la möcanique statistique classique, basce sur une distribution continue 
de l’Energie, est incompatible avec le troisiöme principe de la thermodynamique. Pour avoir 
une statistique compatible avec ce principe, l’existence d’un niveau fondamental ayant un poids 
statistique fini constitue une condition n£cessaire et suffisante. 

Aus der französischen Zusammenfassung. 

Okayama, Taisuke: The distribution function of degenerating ensemble. 
(An addition to „„Generalization of statisties.“*) Progress theor. Phys. 10, 583—585 
(1953). { 

Vgl. dies. Zbl. 48, 199. 

Hiroike, Kazuo: The second virial coeffieient at very low temperatures. Pro- 
gress theor. Phys.. 10, 575—577 (1953). 

Melzak, Z. Alexander: The effeet of eoalescence in certain eollision processes. 
Quart. appl. Math. 11, 231—234 (1953). 

Un milieu naturel est constitue par un grand nombre de particules distribuges 
au hasard dans l’espace, et soumises A une agitation aleatoire due A la turbulence. 
Des collisions se produisent et provoquent des coalescences. Soient f(z,t) dx le 
nombre moyen par unite de volume de partieules de masse z& x-+dx au temps t; 
N (u, v,t) = f(u, t) f(v, t) D(u, v) du dv dt le nombre moyen par unit de volume de 
collision provoquant la coalescence, entre des partieules de masse uvA ut du et 
v& v + dv, dans l’intervalle de temps tät -- dt. L’A. etablit l’&quation fondamentale 


led nr © 
er : a Kuh) Fa yd)Diyx—y)dy— fx, nl) ft) Dix, y) dy 


et en indique des solutions dans quelques cas partieuliers simples. Il en suggere 
Yapplication au probleme de la distribution des dimensions des gouttes de pluie en 
meteorologie. La forme habituellement admise pour ® ne semble pas satisfaisante. 


J. Bass. 
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Lin, €. €.: Note on the mean square value of integrals in the statistical theory 
of turbulence. Quart. appl. Math. 11, 367—370 (1953). 

Soit p un champ scalaire aleatoire, par exemple la pression d’un fluide turbulent. 
Il peut &tre utile d’&valuer l’intögrale 7 = [ pdS ötendue & la surface d’une sphere 
de rayon a. Si<‘\ caracterise les moyennes statistiques, et si P(r) est la fonetion de 
eorrelation attachee A p, dans l’hypothese de l’isotropie, ou trouve 


2a 


<I2, — dr a? Er fi —— Ir Gi) f P (r) r.dr. 
0 


Si en partieulier (72), est l’expression de (7?) pour les petites valeurs de a, on trouve 


Be a _f Be aan 

a, (-) ‚ou 22 = J Pr) rdr, avec d’autant plus d’exactitude que a est 
plus grand. Extensions possibles ä des surfaces non spheriques et a un nombre 
queleonque de dimensions. J. Bass. 


Barenblatt, G. I.: Über die Bewegung schwebender Teilchen in einer turbulenten 
Strömung. Priklad. Mat. Mech. 17, 261—274 (1953) [Russisch]. 


Die in einer turbulenten Strömung befindlichen Schwebepartikel werden als von relativ 
kleinem Volumen und relativ kleiner Masse vorausgesetzt. Es wird angenommen, daß die hori- 
zontalen Geschwindigkeitskomponenten der Flüssigkeit und der Partikel gleich sind, dagegen 
die vertikalen Komponenten sich um die als konstant angenommene Sinkgeschwindigkeit @ 
der Partikel unterscheiden. — Für das inhomogene Medium werden die Transportgleichung 
des Impulses sowie die aus den Kontinuitätsgleichungen der Flüssigkeit und der Partikel er- 
haltenen Gleichungen des Massentransports und der Kontinuität zeitlich gemittelt, wobei Glieder, 
die als von höherer Größenordnung klein anzusehen sind, vernachlässigt werden. Nach dem 
Vorgang von A. N. Kolmogoroff [Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. fiz. 16, No. 1—2 (1942)] 
wird dann die Transportgleichung der Schwankungsenergie aufgestellt, die hier einen Beitrag 
für die an den Partikeln auf Kosten der Schwankungsenergie geleistete Arbeit enthält, die diese 
in der Schwebelage hält: — D’V, g (* Schwankungen,  gemittelte Werte; D Dichte des in- 
homogenen Mediums; V,; Geschwindigkeitskomponenten des lokalen Massenmittelpunktes; 
Index 3 Vertikale; g Schwerebeschleunigung). Im weiteren werden die von den Druckschwan- 
kungen und Zähigkeitsspannungen herrührenden Anteile der Schwankungsenergie vernach- 
lässigt. — In die Gleichungen wird mit folgenden Hypothesen eingegangen: 


vr ur 2 a = 2 Ur _ ob ee oo 
VYe=zbdap rıEap, aa it 8 Ge 0x 


mit den charakteristischen Größen »,, v,, 4 (0 relatives Volumen der Partikel, b mittlere Schwan- 
kungsenergie der Masseneinheit, #,5 = eV „[öxg + Vz [ex „), Legt man die Hypothese von 
A.N.Kolmogoroff [a. a. O.] zugrunde, daß r,, v,, } sowie die Dissipation Q der Schwankungs- 
energie bestimmt werden durch b und eine Länge I, so folgt dimensionsanalytisch , = q", 
=, /=-% Iyb, Q = cd, b?!2/l (d, bzw. d, Dichte der Flüssigkeit bzw. der Partikel) 
mit den universellen Konstanten g, 9,9, und c. Bei passender Wahl von l kann man qg = 1 
und nach Experimenten [kein Zitat] 9, = 4, — ] annehmen. Aus der Betrachtung einer stati- 
onären ebenen Strömung homogener Flüssigkeit längs einer Wand folgt nach A.S.Monin 
[Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. geogr. 1, geofiz. 14, No. 3 (1950)] für Wandnähe mit dem An- 
satz I=xyx, (x Karmansche und y universelle Konstante), dem logarithmischen Geschwin- 
digkeitsgesetz und der Relation b — v4/Y* (0% Konstante) 0 = y*. Nach Messungen von E.M. 
Minsky [kein Zitat] ist y » 0,5. — Über den Verlauf von lim allgemeinen lassen sich zur Zeit 
keine Aussagen machen. Das letztlich erhaltene Gleichungssystem lautet: 


Impuls: 29, /#+V,V.leum=-lr eo dı! onlöx, — % oblöx, + (2löx,) (IYbz,., 
Masse: eo/öt + Vu 80/dxa = 9; (0/0%a) (1Vb 60/0x,) + a 00/0x,, 
Kontinuität: ar. =, 
Schwankungsenergie:  Öb/öt + V„öb/ox, = 094 I Vb 00 /öxz — eb*?]l 
+ q, (6/0x,) (! Vb ebjox,) + IVbE,p&ugl? 

nal es Beispiele. edle. 

Bodiou, Georges: Un systeme de postulats pour le formalisme statistique 
quantique. Ann. Fac. Sei. Marseille, II. Ser. 22, 125—145 (1953). = 

The formalism of quantum statisties is discussed in a largely qualitative manner 
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(for instance, the density matrix is not explieitly introduced, and there is no 
mention of the grand canonical ensemble). The implications of three postulates are 
considered. P. T. Landsberg. 


Fieber, H.: Über die Temperaturverteilung in einem von stationärem Strom 
durehflossenen Draht. Österreich. Ingenieur-Arch. 7, 161—168 (1953). 

Das im Titel angegebene Problem wird unter den folgenden wesentlichen Vor- 
aussetzungen gelöst: 1. Strahlungsverluste bleiben unberücksichtigt, 2. die elek- 
trische Leitfähigkeit hängt linear von der Temperatur ab. Durch den Ansatz: 


1 1 
6,,(t) = f d£ cos (A„d) [ odo J, (2,0) (o, &; t) 
0] 0 


erhält man aus der Differentialgleichung: ö,r = (A/o) &(0 & T) + B&tr+Ür+ D 
des Problems eine gewöhnliche lineare Differentialgleichung erster Ordnung für 9, 
wenn man die A,,Q, aus cs A,„=0 und A J(2,) + 2,I,(2Q,) = 09 bestimmt. 
Daraus läßt sich nun r(o, £,t) zurückgewinnen. Ein numerisch durchgerechnetes 
Beispiel schließt die Arbeit ab. F. Penzlin. 


Elektrodynamik. Optik: 


e Kraus, John D.: Electromagneties. (McGraw-Hill, Electrical and Electronic 
Engineering Series.) London: MeGraw-Hill Publ. Co. 1953. XIII, 604 p. 673. 6d. 

Roglid, Velimir: Anwendung der Saint-Venantschen Bedingung in der Elektro- 
dynamik. Glas Srpske Akad. Nauka CCVI, Odel. prirod-mat. Nauka, n. Ser. 5, 
39—42 und deutsche Zusammenfassg. 42 (1953) [Serbisch]. 

Vgl. dies. Zbl. 49, 272. 


‘e Durand, Emile: Fleetrostatigue et magn6tostatique. Paris: Masson & (ie. 
1953. XIL, 774 p. 852 figs..fr. 6335, —. 

Die Beschränkung auf die zeitunabhängigen elektrischen und magnetischen Felder, ver- 
bunden mit dem großen Umfang, der auszufüllen war, erlaubt dem Verf. nicht nur eine angenehm 
wirkende Ausführlichkeit der Darstellung, sondern auch die systematische Einordnung von 
Stoffgebieten, die man sonst nur in speziellen Monographien findet. Selbstverständlich wird 
alles, was man zunächst unter diesem Titel erwartet, in großer Vollständigkeit gebracht, nämlich 
die Elektrostatik und Magnetostatik im klassischen Sinn. Hierzu gehören zuerst die elektrischen 
Felder von Punktladungen, die allgemeinen Gesetze der Elektrostatik, viele Beispiele elektro- 
statischer Felder, die Methode der konformen Abbildung, Separation der dreidimensionalen 
Potentialgleichung, numerische Lösung von Potentialproblemen; im magnetostatischen Teil 
findet sich die Berechnung der magnetischen Felder von Gleichströmen mit vielen Beispielen. 
Auf die Feldenergie und die Kraftwirkungen wird ausführlich eingegangen. Molekulare Ge- 
sichtspunkte kommen in der Theorie der Dielektrika und der dia- und paramagnetischen Sub- 
stanzen zur Geltung. Es findet sich die Theorie des inneren Feldes von Lorentz und von On- 
sager, die Berechnung der Dielektrizitätskonstanten aus molekularen Daten, die Theorie der 
diamagnetischen und paramagnetischen Suszeptibilität. Einen nicht geringen Teil des Buches 
nehmen schließlich besondere Themen wie Elektrostriktion einschließlich ihrer thermodynamischen 
Theorie, Piezo-, Pyro- und Reibungselektrizität, Seignette-Elektrizität mit molekularer Deutung, 
Ferromagnetismus, Elektromagnete und permanente Magnete und die gyromagnetischen 
Effekte ein. Alle Gleichungen sind im Giorgischen Maß-System geschrieben und können daher 
auch ohne weiteres als Größengleichungen im üblichen Vierersystem von unabhängigen Einheiten 
(etwa Länge, Zeit, Ladung und Spannung) gelesen werden. Vielleicht ist dies kein Lehrbuch 
für den Anfänger wegen der Beschränkung auf ein Teilgebiet der Theorie der elektromagnetischen 
Erscheinungen, zweifellos ist es aber als Lehr- und Nachschlagewerk für den fortgeschrittenen 
Physiker, der sich auf einem der behandelten Gebiete einarbeiten oder orientieren will, vor- 


züglich geeignet. Die Ausstattung ist vorzüglich. J. Meiner. 


Green, H. S. and E. Wolf: A scalar representation of eleetromagnetie fields. 
Proc. phys. Soe., Sect. A 66, 1129—1137 (1953). 

.  Verff. zeigen, daß sich jedes elektromagnetische Feld im Vakuum in folgender Weise durch 
eine skalare komplexe Feldfunktion darstellen läßt: man entwickle das Vektorpotential mittels 
des Fourierschen Integralsatzes in transversale ebene Wellen, und stelle den Flächenvektor ihrer 
Schwingung in der Gaußschen Zahlenebene dar (was durch Bezug auf eine feste Raumrichtung 
eindeutig durchgeführt werden kann). Energiedichte und -strömung können durch dieses 


1 


„komplexe Potential“ in derselben Weise ausgedrückt werden, wie man dies von den Ausdrü 

für Wahrscheinlichkeitsdichte und -strömung in der relativistischen es ae 
ist. Dabei hat man allerdings zu dem Lorentzschen Energie-Impuls-Tensor einen Zusatz ver- 
sehwindender V iererdivergenz hinzugefügt; diese Änderung ist aber im optischen Falle in makro- 
skopischen Bereichen nicht bemerkbar. Die vorliegende Form des Tensors scheint zu einer ein- 
facheren Darstellung zu führen; in einem von Braunbek gegebenen Beispiel besitzt die Lorentz- 
sche Energieströmung keine Orthogonaltrajektorien, wohl aber, wie Verff. zeigen, die hier ge- 
wählte. Walter Franz. 

e Magnetic fields of eylindrical coils and annular coils. (National Bureau of 
Standards Appl. Math. Ser. 38.) Washington: Government Printing Office 1953. 
29p. 25 cents. 

. Das magnetische Feld in allen Punkten des Raumes wird berechnet für die folgenden zwei- 
dimensionalen Verteilungen von Gleichstrom: 1. Ein Strom konstanter Stärke fließt inrotations- 
symmetrischer Form durch die Oberfläche eines Kreiszylinders von endlicher Länge in Kreisen 
senkrecht zur Zylinderachse. 2. Ein ebensolcher Strom fließt in den konzentrischen Kreisen 
zwischen zwei fixierten unter ihnen; der Strom zwischen zwei konzentrischen Kreisen ist proportio- 
nal zur Differenz ihrer Radien. 3. Die Stromverteilung ist eine Kombination von 1. und 2. und 
besteht aus Stromblättern vom Typ 2, die ein zylindrisches Rohr von endlicher Länge füllen. 
In dem Falle 1 und einem Unterfall von 2 wird das Feld durch elliptische Integrale, in allen 
Fällen 2 und 3 durch unendliche Reihen ausgedrückt, die nach positiven oder negativen Potenzen 
des Abstandes vom Mittelpunkt der Konfiguration fortschreiten und mit Kugelfunktionen des 
Kosinus eines Winkels multipliziert sind. Die numerische Brauchbarkeit der Formeln ist sehr 
gut, und die Darstellung gibt alle Schritte der Beweise mit großer Klarheit. Viele der Resultate 
Sind neu, doch sind die Ergebnisse in dieser Monographie zu zahlreich und zu kompliziert, um 
hier wiedergegeben zu werden. W. Magnus. 


Gross, B.: Theorie des thermodielektrischen Effekts. Anais Acad. Brasil. Ci. 25, 


175—197 (1953) [Portugiesisch]. 

Die gegenwärtige Theorie des thermodielektrischen Effekts beruht auf 2 fundamentalen 
Tatsachen: 1. der Differenz der Durchlässigkeit der Übergangsschicht vom festen zum flüssi- 
gen Körper für geladene Teilchen verschiedener Polarität und 2. auf der Bildung von „fest- 
gefrorenen“ Raumladungen am festen Körper. Dabei wird ein Übergangsschichtmodell nach 
Fröhlich benutzt. Die Zwischenschicht wird durch eine Potentialbarriere von verschiedener 
Höhe für positive und negative Ladungen dargestellt. Es zeigt sich, daß diese Annahme zu 
Strömen in der Zwischenschicht führt. Vom makroskopischen Standpunkt aus betrachtet, kann 
das Phänomen durch ein inneres elektrisches Feld in der Zwischenschicht beschrieben werden. 
Der Wert dieses Feldes hängt von der Geschwindigkeit der Zustandsänderung ab. Auf einer 
festen Schicht bringt es eine elektrische Doppelschicht hervor. Wenn sich die Zwischenschicht 
in einem bestimmten Sinne verlagert, wirkt sie wie eine fortschreitende Potentialbarriere und 
läßt nur Teilchen einer bestimmten Ladung durch. So bildet sich in dem festen Körper eine 
Raumladung der einen Polarität und in dem flüssigen Körper gegenüber der Schicht eine Ober- 
flächenladung entgegengesetzten Vorzeichens. Das kombinierte Feld aus den beiden Ladungs- 
mengen bringt Ströme hervor, die sich im äußeren Stromkreis bemerkbar machen, und erzeugt 
Spannungen, die sich im offenen Stromkreis zeigen. Verf. erhält analytische Ausdrücke für 
die Spannungen im offenen Kreis, für die entstehenden Entladungsströme, wenn sich die Schicht 
nach einer Phasenumwandlung stabilisiert, und Ströme, die beobachtet werden während der 
Festigung und Verflüssigung. Diese Theorie befindet sich in Übereinstimmung mit dem Experi- 
ment. Die theoretische Behandlung des thermodielektrischen Effektes ist noch aus verschiede- 
nen Gründen unvollständig: 1. Die Theorie wird nur auf Substanzen mit relativ hoher Kon- 
zentration geladener Teilchen angewandt. 2. Die Leitfähigkeit der festen Phase ist null. 
Nicht beobachtet werden die Verminderung der Raumladungen im Laufe der Zeit und der 
Unterschied in den Strömen im flüssigen und festen Körper. 3. Die Dielektrizitätskonstante der 
elektrischen Flüssigkeit des Fes' körpers und der Schicht werden als gleich angesehen. 4. Die La- 
dungsdiffusion im Liquidus wird nicht berücksichtigt. 5. Die Behandlung der Differentialglei- 
chung für den Solidus-Strom ist approximativ, d.h. auf die Berechnung des asymptotischen 
Stromwertes begrenzt. — Für die strengere und vollständige Behandlung besteht keine grund- 
sätzliche Schwierigkeit. Sie wird später gegeben. In der vorliegenden Arbeit sind nur die phy- 
sikalischen Grundlagen zur Deutung des thermodielektrischen Effekts gegeben. 
H.Falkenhagen. 

Fel’d. Ja. N.: Die Induktion von Strömen durch bewegte Ladungen. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 93, 447-450 (1953) [Russisch]. 

The author aims to improve the quasi-stationary formula J,=Qu:-E, for 
the current J, induced in the k-th of a set of m earthed conductors by a charge Q 
moving with velocity u; here E, is the eleetrostatie field at the location of Q when 
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all the conductors are at zero potential except the k-th, which is at unit potential. The 
revised formula, asserted to be exact, is 
J,=Qu.BE,+.) E-idV, 
(N) 

where E, is the field, assumed electrostatie, which would arise from unit e.m. T> 
being impressed between the %k-th conductor and the earth, and i is the displace- 
ment current density due to the moving charge. As an example, a charge is to 
move from the centre of a eircular plate to the centre of a coaxial plate. The 
resulting current in a wire connecting the plates is calculated, using ‚further 
simplifications, and a physically plausible result obtained. F. A. Atkinson. 

Caldirola, P.: Sull’equazione del moto dell’elettrone nell’elettrodinamica classica. 
Nuovo Cimento, Ser. IX 10, 1747—1752 (1953). 

Wie Möglich und Rompe (dies. Zbl. 22, 39) schlägt der Verf. eine Differenzen- 
gleichung an Stelle der üblichen Differentialgleichung als Bewegungsgleichung des 
Elektrons vor. Er geht jedoch insofern über diese Autoren hinaus, als er eine re- 
lativistisch invariante Formulierung gibt. F. Penzlin. 


Minorsky, Nicolas: Sur quelques systömes oseillatoires contenant les paramötres. 
ä inertie. Ann. Fac. Sci. Marseille, II. Ser. 22, 117—133 (1953). 

Bei temperaturabhängigen Ohmschen Widerständen, die von einem Wechselstrom durch- 
flossen werden, stellt sich zwischen Strahlungsverlusten und Joulescher Wärme eine Gleich- 
gewichtstemperatur ein, die infolge der Wärmeträgheit praktisch nur vom Effektivwert des 
Stromes abhängt. Die Schwingungsgleichung eines Kreises, der solch einen Widerstand (einen 
„Thermistor“) enthält, wird daher amplitudenabhängige Beiwerte haben. Diese Nichtlinearität 
kann — allein oder vereint mit anderen Nichtlinearitäten, etwa einer Röhrensteilheit — unter 
Umständen eine stabile Schwingung ermöglichen. Verf. untersucht zwei solche Beispiele nach der 
früher von ihm ausgearbeiteten „stroboskopischen Methode“ (dies. Zbl. 42, 100; 51, 67), die sich: 
sachlich mit dem auch sonst bekannten Verfahren der quasistationären Schwingungen deckt 
(vel. z.B. N.W.Mc. Lachlar, Ordinary Differential Equations in Engineering and physical 
Sciences, bes. Kapitel V, dies. Zbl. 37, 189). Da hierbei von Ausschlag und Geschwindigkeit 
zunächst auf Energie (Amplitudenquadrat) und Phase transformiert wird, macht es keine Mühe, 
den Einfluß der Amplitude auf den wärmeempfindlichen Widerstand zu berücksichtigen. — 
Mathematisch tritt nichts Neues auf, physikalisch ist der Ansatz (7. 3) verfehlt und sollte durch 
R=R,-+ bi (& + 2X?) + b, (& + 2 X?)3 ersetzt werden, womit sich die Rechnung verein- 
facht (und zu anderen Resultaten führt). Die Phasenbedingung p. 129 oben ist eine Folge der 
voreiligen Festlegung im Ansatz (7. 3). Mehrere Druckfehler in den Formeln. U, T, Bödewadt. 

Schouten, J. P.: Oseillations subharmoniques dans des eireuits &leetriques 


N 


contenant des r&actances A noyau de fer. Actes Colloque Internat. Vibrations non 
lineaires 97—111 u. 113 und Discussion 112 (1953) [franz. u. engl.]. 

Verf. gibt eine Rechenmethode an, mit der man das Auftreten von Subharmonischen dritter 
Ordnung in Schwingungskreisen mit Eisenkernspule (unter Vernachlässigung des Widerstandes) 
bei großer elektromotorischer Kraft nachweisen kann. Dazu geht er von einer (schematisierten), 
hysteresisartigen Abhängigkeit des Flusses von der Stromstärke aus, wobei aber zu einer gegebe- 
nen Stromstärke vier (statt zwei) Werte für den Fluß möglich sind. An den Eekpunkten dieser 
schematisierten Kennlinie wird jeweils die Kondensatorladung bestimmt. Nach Spezialisierung 
erhält man durch Elimination eine Parameterrelation, die die Subharmonische beschreibt. Die 
Rechnung wird durch Experimente bestätigt. W. Haacke, 


Gillies, A. W.: Relation entre la m&thode vectorielle et la methode des &qua- 
tions differentielles pour l’&tude de la synchronisation des oseillateurs. Actes Colloque 
Internat. Vibrations non lineaires 115—128 (1953) [franz. u. engl. ]. 

Verf. zeigt am Beispiel eines Schwingungskreises mit einer Röhre, daß die 
Vektordiagrammethode „der Physiker und Ingenieure“ bei konsequenter Berück- 
sichtigung der Größen gleicher Ordnung auf das System von Differentialgleichungen 
für die langsam veränderliche Phase und Amplitude führen, das auch die modi- 
fizierte Poincar6sche Störungsrechnung liefert. W. Haacke. 

Cohen, Hirsh G.: Synchronisation sous-harmonique dans le cas d’oseillations 
forcdes conformes ä l’&quation de van der Pol. Actes Colloque Internat. Vibrations 
non lin&aires 169—185 u. 187 und Discussion 186 (1953) [franz. u. engl.]. 
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In gewissen Radioschwingungskreisen treten subharmonische Schwingungen 
"auf. Verf. behandelt den durch die van der Polsche Gleichung beschriebenen Kreis: 
üä—tl1-W)ü+ ou = Acos (dot + g). 
Durch einen direkten Ansatz u, = A, cos dwt+g) +xcos wt (4, = — 480°) 
‚erhält man Resonanzkurven in einer (4,2, a2)-Ebene, falls eine gewisse Gleichung 
zwischen A}? und a? erfüllt ist. Diese formale Rechnung wird in engem Anschluß 
an Stoker (dies. Zbl. 35, 396, insbesondere 8. 9323—233) durch den Beweis der 
Existenz einer in e analytischen periodischen Lösung begründet (dabei wird ein 
Versehen von Stoker berichtigt). Zu zulässigen A}? ergeben sich zwei o°. Es wird 
mit Hilfe einer ausführlichen Diskussion der Variationsgleichungen gezeigt, daß 
eine Lösung stabil und eine instabil ist. W. Haacke. 
Vogel, Th&odore: Topologie des oscillations ä deferlement. Actes Colloque 
Internat. Vibrations non lineaires 237—256 (1953). 
Die Schwingungen in einem gewissen nichtlinearen Netz lassen sich (nach geeigneten Sub- 
stitutionen) durch die Differentialgleichungen 
._X& 9) ._Y&W) 
4 "ray ’ Tom 
beschreiben. X, Y, T sind analytische Funktionen von ® und y. R(x, y) = r seien die Trajek- 
torien des Systems dz/X = dy/Y. Außerdem werde in der (x, y)-Ebene die Kurve Tg: T(x,y) = 0 
betrachtet. M sei ein Schnittpunkt von (R) mit 7,. In M werde die Funktion 


= ATX HT, Nil) 


auf ihr Zeichen untersucht. Ist sign f< (>)0 in M, so heiße M „attractif‘“ („repulsif“). 
Ist in M sign f = 0, so heiße M „transitif‘“‘. Mit Hilfe dieser Begriffsbildungen werden in der 
(z,y)-Ebene die Lösungen von (1) diskutiert. Die Bedingungen für das Auftreten periodischer 
Lösungen und ihre Stabilität werden abgeleitet. Die möglichen singulären Fälle lassen sich 
ebenfalls bei dieser Auffassung gut diskutieren. Die Arbeit schließt mit einem kurzen Hinweis 
auf experimentelle Bestätigungen. W. Haacke. 
e Wagner, Karl Willy: Elektromagnetische Wellen. Basel-Stuttgart: Verlag 


Birkhäuser 1953. 268 S. mit 185 Fig., 22 Tab. Fr. 33.30. 

Der Untertitel: „Eine Einführung in die Theorie als Grundlage für ihre Anwendung in der 
elektrischen Übertragungstechnik“ kennzeichnet das Buch ziemlich genau. Inhalt: I. Ebene 
Wellen im freien Raum, II. Spiegelung und Brechung der elektromagnetischen Wellen, Ill. Draht- 
wellen (dabei auch: Ersatzbilder für Antennen), IV. Wellen in Leitungsbündeln, V. Wellen 
in Hohlleitern (auch: dielektrischen Wellenleitern), VI. Dipole, VI. Elektrische Wellen in der 
Ionosphäre. Die Kapitel II bis V behandeln den einschlägigen Vorlesungsstoff in übersichtlicher 
Form, mathematisch leicht faßlich und genügend ausführlich dargestellt. Besonders hübsch 
sind die Paragraphen „schief gedämpfte Wellen“ (II), und „Einfluß der Feldverdrängung auf die 
Wellenstirn“ (III). Die Anwendung folgt der Theorie auf dem Fuß: Nach der Beschreibung der 
Hohlleiterwellen wird die Möglichkeit ihrer Anregung diskutiert, die Beziehungen in Leitungs- 
bündeln werden auf die Störung von Nachrichtenleitungen angewandt. Die Themen der Kapitel 
VI und VII können mit der in der Elektrotechnik bewährten mathematischen Methode nur in 
Auswahl angegangen werden. Das Buch beschränkt sich hier auf einige vereinfachte Modelle. 
Das Antennen-Kapitel VI behandelt die klassischen Langwellenantennen; die Auswahl (mit 
starker Betonung der Rahmenantenne) entspricht der Tradition. Bei der Behandlung der Aus- 
breitung in der Ionosphäre könnte das gewählte Modell einer homogen ionisierten Schicht dem 
echten Verständnis Schwierigkeiten bereiten. Die Rolle der „Hauptwellen“, die sich doch stetig 
an die jeweilige „Hauptpolarisation‘ anpassen, wird nicht recht klar, weil die stetige Variation 
der Plasmadaten nicht angesetzt wird. Hier und in den Schluß-Paragraphen (10 bis 13) über die 
Physik der Ionosphäre liegen die Grenzen des Buches. Die anschauliche Darstellung wird durch 
viele, klare und einfache Figuren und sehr brauchbare Tabellen unterstützt. Die Literatur- 
hinweise machen, dem Untertitel entsprechend, keinen Anspruch auf Vollständigkeit. K. Rawer. 

Zanobetti, Dino: Sul periodo transiente dello „‚skin effeet“. Atti Accad. naz. 


Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. Ser. 14, 791—795 (1953). | 

Mit der wachsenden praktischen Bedeutung der Impulstechnik im m-Wellen- und Radio- 
wellengebiet ist auch die neuerliche theoretische Bearbeitung von Problemen verbunden, welche 
unter der Voraussetzung einer rein periodischen zeitlichen Abhängigkeit des elektromagnetischen 
Feldes schon seit langem gelöst sind. Dazu gehört auch die Theorie des Skineffektes zylindrischer 
Rohre, die vom Verf. durch Integration der skalaren Wellengleichung bei Annahme einer zunächst 
beliebigen zeitlichen Abhängigkeit der Spannung in üblicher Weise mittels Laplacetransformation 
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einer Lösung zugeführt wird. Dabei ist nur eine radiale Abhängigkeit der Stromdichte voraus- 
gesetzt. Zur bequemen Formulierung der Randbedingung wird der als Hohlrohr ausgebildete 
zylindrische Leiter noch durch einen koaxialen Zylinder unendlich guter Leitfähigkeit umgeben, 
welcher das den Leiter umgebende Dielektrikum gegen Unendlich abschließt. In der Arbeit 
ist insbesondere der Einschwingvorgang behandelt, der durch Einschalten einer sinusförmigen 
Spannung zur Zeit £=(0 entsteht. STE NE. ,.% j P. Urban. R 

Zanobetti, Dino: Impedenza dei conduttori eilindrici pieni i cavi alle correnti 


ad impulso. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., VIII. Ser. 15, 
200—202 (1953). £ 

Der Verf. berechnet analog zum Vorgehen in seiner ersten Arbeit (vgl. voran- 
gehend. Referat) über den Skineffekt den Einschwingungsvorgang an einem zylin- 
drischen Leiter, wenn zur Zeit t> 0 die Spannung in der Form E (e#t — e”2) 
angenommen wird. Die skalare Wellengleichung, welcher die Stromdichtefunktion 
zu genügen hat, wird wieder mittels Laplacetransformation gelöst. P. Urban. 

Sajasov, Ju. $.: Das Auftreten einer starken Störung der elektromagnetischen 
Eigenschwingungen in zylindrischen Bereichen bei geringfügigen Abänderungen der 
Zylinderform. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 90, 163—166 (1953) [Russisch]. 

Im allgemeinen werden mit kleinen Deformationen der Hüllfläche eines Hohlraumresonators, 
der in einer seiner freien Figenschwingungen angeregt ist, nur kleine Feldänderungen verbunden 
sein, wenn das elektromagnetische Feld genügend weit von der Hüllfläche betrachtet wird. 
Es können jedoch Ausnahmefälle eintreten, wo der Feldverlauf im gesamten Raumgebiet des 
infinitesimal deformierten Resonators beliebig stark vom ungestörten Feldzustand abweicht. 
Ein derartiger Fall wird vom Verf. untersucht, der als ungestörten Hohlraum einen Kreiszylinder 
betrachtet, welcher dann in einen Kegelstumpf mit zwei Kugelkalotten als Basisflächen deformiert 
wird. Der Resonator läßt sich in ein sphärisches Koordinatensystem einbetten und ist einer 
strengen Berechnung zugänglich, wobei sich die Feldgrößen geschlossen durch Zylinder- und 
Kugelfunktionen ausdrücken. Der Verf. zeigt, daß die auftretende Feldstörung bei genügend 
großer Zylinderlänge beliebig groß wird und proportional dem Quadrate des Verhältnisses der 
Zylinderlänge zu seinem Durchmesser ausfällt. Ein analoger Sachverhalt liegt übrigens bei 
Einbringung einer dünnen dielektrischen Platte in einem genügend langen Zylinder vor, in 
welchem die Feldstörung mit wachsender Zylinderlänge ebenfalls beliebig groß wird. [E. Le- 
dinegg, Österreich. Ingenieur-Arch. 3, 2 (1949)]. P. Urban. 

Vachnin, V.M.: Die Eigenfunktionen realer Resonatoren. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 91, 779—782 (1953) [Russisch ]. 

L’A. considere l’&quation des telegraphistes pour une ligne comportant une 
dissipation d’&nergie par perditance. Se placant dans un cas particulier (oü les 
coefficients de l’&quation sont des constantes par intervalles), il determine les 
fonctions propres de l’&quation et montre comment on en deduit la solution de 
l’equation en regime libre avec des conditions initiales donnees. Oh. Blanc. 

Zeuli, Tino: Sul problema di Cauchy per la propagazione di onde elettromagneti- 
che guidate entro un tubo eilindrico eircolare. Univ. Politee. Torino, Rend. Sem. mat. 
12, 107—125 (1953). 

L’A. studia la propagazione di un campo elettromagnetico in una guida d’onda 
a sezione circolare, qualora, all’istante iniziale, il campo abbia valore assegnato in 
un tratto lungo h della guida e nel resto sia nullo. La espressione del campo elettro- 
magnetico risulta una somma di modi TE e TM, in cui perö l’esponenziale funzione 
del tempo te della coordinata parallela all’asse deltubo z & sostituita da una funzione 
D ottenuta risolvendo il problema di Cauchy per l’equazione: 

RD: — tv72 BR + RD— 0 
dove h? e v2 sono costanti. | D. Graffi. 

Trier, A. A. Th. M. van: Guided electromagnetie waves in anisotropie media. 
Appl. sei. Research, B 3, 305—371 (1953). 

Die Arbeit geht, nach einem kurzen historischen Überblick über die Theorie 
von Hohlrohrwellen in isotropen Medien, auf die Schwierigkeiten ein, welche bei 
Anwendung auf anisotrope Medien auftreten. Es werden die Maxwellschen Glei- 
chungen für einen Hohlraum mit vollkommen leitender Begrenzung gelöst, der voll 
oder teilweise mit einem Material vorgegebener magnetischer Permeabilität erfüllt 
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‚ist. Letztere ist durch einen Tensor zweiten Ranges gegeben. Dann werden die 
Ergebnisse theoretisch und experimentell diskutiert, wobei auf technische und physi- 
kalische Anwendungen Rücksicht genommen wird. Als Material werden Nickel- 
Zink-Ferrite verwendet, die in keramischer Form untersucht werden. Dabei werden 
die verschiedenen magnetischen Zustände, wie gesättigt, ungesättigt ete. eingehend 
betrachtet. Schließlich wird auch die Theorie von Rado experimentell verifiziert. 

R P. Urban: 

Zin, Giovanni: L’analisi dei eavi eoassiali irregolari. Univ. Politee. Torino, 
Rend. Sem. mat. 12, 127—143 (1953). 

L’A. osserva anzitutto che irregolaritä di un cavo possono ritenersi conosciute 
se & nota la sua capeitä per unit& di lunghezza c (x) nel punto di ascissa x. Di- 
mostra poi che c(x) puö caleolarsi mediante la misura, in un certo intervallo di 
frequenza, dell’impedenza di entrata del cavo chiuso sulla sua impedenza caratte- 
ristica; a questo scopo oceorre determinare (il che puö farsi in base ad un metodo 
proposto dall’A.), su aleuni punti dell’asse immaginario, una funzione analitica di 
eui sono assegnati i valori su un tratto di linea appartenente al campo di rego- 
laritä della funzione stessa. D. Graffi. 

Sanxal, @. $.: Radiation properties of the open end of a reetangular waveguide 
when the end plane is inelined to the guide axis. Indian J. Phys. 27, 465—473 (1953). 

Es wird das aktuelle Problem der Beugung einer elektromagnetischen Hohlrohrwelle 
(T E„-Typ) am offenen Leitungsende eines Rechteckrohres experimentell und auch theoretisch 
behandelt. Zum Unterschied des schon wohlbekannten Falles einer senkrecht zur Achse stehenden 
virtuellen Abschlußfläche, wird hier die Abschlußfläche zur Achse unter einem beliebigen Winkel 
y geneigt angenommen und zunächst für verschiedene y-Werte die H- und E-Richtcharakteristik 
experimentell bestimmt. Die anschließende theoretische Berechnung des Beugungsfeldes der 
Fernzone erfolgt nach einer schon älteren Näherungsmethode, welche erstmalig von Lamor 
und Kottler [Proc. London math. Soc., II. Ser. 1, 1—14 (1903) bzw. Ann. der Physik, IV. F. 
70, 405456 (1923)] aus der skalaren Kirchhoffschen Formel abgeleitet wurde. Für y-Werte, 
welche in der Nähe von x/2 liegen, stimmen die theoretisch berechneten Richtcharakteristiken 
gut mit den experimentell gefundenen überein. P. Urban. 

Pearson, J. D.: The diffraetion of eleetro-magnetic waves by a semi-infinite 
cireular wave guide. Proc. Cambridge philos. Soc. 49, 659—667 (1953). 

Die exakte Lösung für die Beugung einer ebenen harmonischen elektromagneti- 
schen Welle an einern halb-unendlichen offenen kreiszylindrischen Wellenleiter wird 
aufgestellt, indem das Feld nach dem Azimutwinkel Fourier-entwickelt wird. Die 
Laplace-Transformierten der Fourier-Koeffizienten werden aus den Randbedingungen 
bestimmt. Walter Franz. 

Rubinowiez, A.: Eine einfache Ableitung des Ausdruckes für die Kirchhoffsche 
Beugungswelle. Acta phys. Polon. 12, 225—229 (1953). 

Die vom Verf. 1917 angegebene Verwandlung des Kirchhoffschen Beugungs- 
integrals in ein Integral über den beugenden Rand wird in der vorliegenden Note 
durch einige einfache vektoranalytische Operationen bewerkstelligt. 

Walter Franz. 

Magnus, Wilhelm: Infinite matrices assoeiated with diffraetion by an aperture. 
Quart. appl. Math. 11, 77-86 (1953): 

Die Berechnung der Beugung an der kreisförmigen Öffnung in der unendlichen 
Ebene durch Le vine und Schwinger (dies. Zbl. 32, 231) mittels einer Variations- 
methode führt auf ein unendliches inhomogenes lineares Gleichungssystem. Verf. 
spaltet von der Koeffizientenmatrix die Matrix des statischen Falls als Faktor ab 
und erhält zur Bestimmung der Inversen des verbleibenden zweiten Faktors ein 
System von endlichen Rekursionsformeln. Konvergenz und Eindeutigkeit der 
Lösung werden bewiesen ; sie hängen weitgehend von den Eigenschaften der stati- 
schen Matrix ab. welche eingehend untersucht werden. Der Transmissionskoefli- 
zient ergibt sich aus der Levine-Schwingerschen Variationsmethode sogar für den 
Grenzfall verschwindender Wellenlänge, wo das lineare Gleichungssystem keine 
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Sachl, Vladimir: The diffraction of eleetromagnetic waves on an annular dise. 
Czechosl. J. Phys. 3, 187—186 u. russ. Zusammenfassg. 186— 187 (1953). 

Das Problem der Beugung an einem idealleitenden Kreisring bei senkrechtem 
Einfall wird durch eine Integralgleichung für zwei Funktionen formuliert; diese 
Funktionen, abhängig vom Radius allein, sind auf dem Kreisring definiert und hän- 
gen mit der elektrischen Stromdichte zusammen. Die Integralgleichung wird nicht 
integriert, sondern statt dessen — entsprechend der Schwarzschildschen Methode 
für den Spalt — als Näherung diejenige Stromdichte angegeben, welche man durch 
Addition der Lösungen von Bouwkamp für die Beugung an der kreisförmigen Öff- 
nung, angewandt einmal auf den inneren und einmal auf den äußeren Rand des 
Ringes, erhält. Mittels dieser Stromdichte kann man genäherte Ausdrücke für die 
Beugung an einem gegen die Wellenlänge breiten Ring errechnen; dies wird jedoch 
nicht durchgeführt. Walter Franz. 


Fejer, J. A.: The diffraetion of waves in passing through an irregular refracting 
medium. Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 220, 455—471 (1953). 

Verf. zeigt, daß man das Winkelspektrum des Poyntingvektors der gestreuten 
Strahlung durch eine Fouriertransformation aus der Autokorrelationsfunktion einer 
zweidimensionalen streuenden Schicht berechnen kann. Sind die Eigenschaften der 
Schicht isotrop, so entsteht bei senkrechtem Einfall der Primärstrahlung eine Fourier- 
Bessel-Transformation (= Hankeltransformation nullter Ordnung). Bei schiefem 
Einfall wird die Autokorrelationsfunktion richtungsabhängig. Die Mehrfachstreuung 
an dieken Schichten wird unter der Annahme Gaußscher Korrelationsfunktionen 
behandelt, dabei jedoch nur die Vorwärtsstreuung berücksichtigt; die sukzessive Ver- 
hreiterung der Gaußschen Verteilung bei der Streuung in einen engen Winkelbereich 
wird explizit angegeben, und die Verteilung des Winkelspektrums auf die verschie- 
denen Ordnungen berechnet. Walter Franz. 


Hopkins, H. H.: On the diffraetion theory of optical images. Proc. Roy. Soc. 
London, Ser. A 217, 408—432 (1953). 

Die Theorie der optischen Abbildung wird formuliert mittels dreier Funktionen: der „Ko- 
härenzfunktion“, welche den Kohärenzzustand der Objektbeleuchtung charakterisiert; die Ab- 
bildungsfunktion (‚‚diffraction distribution function‘), welche das Beugungsbild eines Objekt- 
punktes beschreibt; und schließlich eine Strukturfunktion des Objekts. Die Intensitätsvertei- 
lung des Bildes erscheint als Vierfach-Integral über die erste dieser Funktionen mal dem Absolut- 
quadrat der beiden anderen. Zur Auswertung dieses Integrals werden Kohärenzfunktion und 
Abbildungsfunktion Fourier-transformiert. Die Transformierten sind als „effektive Quelle“ 
und komplexe Transmission des optischen Systems die ursprünglich bekannten Daten und ge- 
wöhnlich von einfacher Form. Verf. finden einen verallgemeinerten „komplexen Transmissions- 
faktor“, welcher sich für völlige Kohärenz und völlige Inkohärenz auf bekannte Resultate re- 
duziert. — Die Theorie wird auf verschiedene periodisch und unperiodisch gestreifte Objekte 
angewandt. Walter Franz. 


VaSitek, Antonin: On achromatizing of two and three thin films. Czechosl. 
J. Phys. 2, 71—83 (1953). 

In der Absicht, die Berechnung reflexmindernder Doppel- und Dreifach-Schichten (Inter- 
ferenzschichten) zu vereinfachen, vernachlässigt der Verf. die Mehrfachreflexionen. So löst er 
näherungsweise z. B. die Aufgabe, die beiden Brechungsindizes n, und N, einer reflexfreien 
Doppelschicht zwischen Luft und Glas (mit dem Brechungsindex n) zu bestimmen bei beliebig 
vorgegebenen Phasendicken P, und P, (vom Verf. mit x,/2 und x,/2 bezeichnet); er erhält für 
n, eine Gleichung dritten Grades, und für n, einen in n, gebrochen linearen Ausdruck. Nach 
Ansicht des Verf. führt die strenge Lösung dieser Aufgabe zu fast unüberwindlichen mathemati- 
schen Schwierigkeiten. Das kann der Ref. nicht bestätigen; er hat nachgerechnet, daß man für 
n, und n, sogar einfachere Formeln erhält, wenn man die Mehrfachreflexionen nicht vernachlässigt. 
Man braucht dann nur eine Gleichung zweiten Grades: (nn)? + ctg Pı-ctg P,-(n—1)- 
(Rn) —n=0 nach (n,/n,) aufzulösen, um n, und N, auszurechnen: 


ee Vn } [tg P, - tg P, + (n/m;)]/Ttg D, tg P, + (ma); = (mM). 
Der Index 1 bezeichnet die an Luft, der Index 2 die an Glas grenzende Schicht. 
H. Marx. 
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Bruin, F.: Theory and application of high resolution interferometers. IM. 
Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. B 56, 515—525, 526537 (1953). 

Die Arbeit behandelt zunächst das Interferometer von Fabry und Perot, bei dem zwischen 
zwei halbdurchlässigen, einander parallelen Platten sich eine Schicht aus Luft oder einem anderen 
Mittel befindet, die Stärke des durchgelassenen oder zurückgeworfenen Lichtes in verschiedenen 
Richtungen durch zahlreiche — theoretisch unendliche viele — miteinander interferierende 
Strahlen bestimmt wird und durch Beobachtung des Verlaufs der Lichtstärke Wellenlängen, 
Feinheiten des Spektrums usf. bestimmt werden. Es wird in der vorliegenden Arbeit die Wir- 
kung der verschiedenen Absorptionskonstanten genau untersucht. Bei J. Morgan (dies. Zbl. 
51, 433) stehen auf S. 231 Formeln, die sich schreiben lassen 

" I=I,ll + 40? sin? (S/2)/(1 — e®)?], wo I, = a? t/(l —o) 
der Höchstwert der Intensität ist, @ die Amplitude des einfallenden Lichts, 7 der Durchlassungs-, 
o der Zurückwerfungskoeffizient der Amplitude, ferner ö = (4 n’)/A)dcosp, (d Dicke der 
Zwischenschicht, n’ deren Brechungsverhältnis, 9, Winkel mit der Achse in dieser Schicht). 
Die verbesserten Formeln lauten (auch noch mit einigen kleineren Vernachlässigungen) 

I= I, [1 + 4fsin® (ö/2)/(1 — N, wo „= fett — Ne, 
und f (fringe factor) bestimmt ist durch f= 0: (1 x’ d/cos p,), endlich a’ die Dämpfung im 
Mittel angibt. Die Welle ist dort gekennzeichnet durch y = aeet-e2) nda=0oa’—io”. Die 
Lichtstärke hat den Höchstwert für 6 = 0,2z,..., man erhält helle und dunkle, für weißes 
Licht farbige Ringe, für deren Breite, den Lichtabfall und verschiedene praktisch wichtige 
Größen werden Formeln angegeben. — Der zweite Teil enthält die Anwendung auf Zentimeter- 
wellen (Kurzwellen, Hohlraumweellenleiter); da es sich in der Hauptsache um Versuchsanord- 
nungen handelt, mag ein Hinweis genügen. Ein dritter, Schlußteil, wird angekündigt, er soll 
auch ein Verzeichnis des Schrifttums enthalten. H. Boegehold. 


Nath Nigam, Amar, Yatendra Pal Varshni and Mahendra Singh Sodhar: Limit 
of interferenee in optical instruments. Indian J. Phys. 27, 491—495 (1953). 

Als „limit of interference‘“ wird der zulässige Phasenunterschied A zwischen zwei auf- 
einanderfolgenden interferierenden Bündeln bezeichnet, wenn die Interferenzerscheinung noch 
beobachtbar sein soll. 4 ist von der verlangten Erkennbarkeit V abhängig, die durch 
= d EN ER [d BE. > I.) bezeichnet wird, bei verschiedenen Beobachtern aber ver- 
schiedene Werte hat. Je nach dem vorliegenden Instrument ist die Beziehung zwischen V und A 
verschieden. Eine allgemeine Regel gibt für festes Van: AA=A yM /T (M Masse der aus- 
strahlenden Partikel, T absolute Temperatur, A je nach der Vorrichtung verschieden). Die 
vorliegende Arbeit verweist für das Fabry-Perotsche Interferometer auf M.N. Saha [Phys. 
Review, II. Ser. 10, 782—786 ( 1917)], sie leitet für die Lummer-Gehrkesche Platte, für Stufen- 
interferometer und Gitter ab: V = 2a e/Böle® (1 _ a?")/(1 — a”). Hier ist a in einfachen 
Fällen 1, sonst von der Vorrichtung abhängig, ß = m/2kT, m Masse der strahlenden Atome, 
1: Boltzmannsche Konstante, c Lichtgeschwindigkeit. ö—2n4/}, N die Zahl der interferieren- 
den Bündel. Hieraus folgt z.B. für a«=1 Al} = (e/2n) Vm/2kT) ge [2(N — D/V N)]. 

H. Boegehold. 


Thathachari, Y. T.: Theory of image formation in combinations of X-ray 
focussing mirrors. Proc. Indian Acad. Sei., Sect. A 37, 41—62 (1953). 

Mittels 8 x 8 Matrizen (M) wird nach einem zuerst von M. Herzberger [Quart. appl. 
Math. 69, 1 (1943)], T. Smith [Proc. Phys. Soc., Sect. A 57, 558 (1945)] und Harris Clyde [J. 
Opt. Soc. America #0, 819 (1950)] gegebenen Verfahren der Strahlengang bei N -maliger Reflexion 
zwischen zwei gewölbten, rotationssym metrischen Spiegelflächen einschließlich aller Abbildungs- 
fehler bis zur 3. Ordnung (sphär. Abherr., Koma, Field errors, Distortion) elegant und umfassend 
berechnet. Stets enthält die links oben stehende 2 x 2 Submatrix (M,) die I'ransformations- 
faktoren der paraxialen Parameter [Ort a(z) und Richtungstangens b des Strahles zur optischen 
Achse z], die darunter stehende 2 x 6 Submatrix (M,) diejenigen der Linsenfehler bis zur 8. Ord- 
nung, während die rechts unten stehenden 6 X 6 Submatrix (M,) eindeutig aus (M,) errechenbar 
ist und die restlichen Matrixelemente M.(@=1 oder 2; k > 3) verschwinden. Bestehen die 
Spiegel aus zwei zur selben Netzebene parallel angeschliffenen und nachträglich gebogenen 
Kristall-Lamellen, so beweist Verf. allgemein, daß Braggsche Reflexion dann und nur dann 
über die ganzen beiden Spiegelflächen stattfindet, wenn (a) beide sphärisch gekrümmt sind, 
(b) denselben Krümmungsradius R = 1/o haben und (c) Teile derselben R-Kugel sind. Die 
+-Achse ist dann also zugleich ein Durchmesser dieser Kugel. Zählt man Z=0 z 80, dab Z = (0 
oder 2 im Scheitelpunkt des Reflektors I, II liegt, bedeutet A =p a die Zyylinderkoordinate 
normal zur Rotationsachse Z, so sei A,der Schnittpunkt eines Strahles mit der Scheiteltangential- 
ebene Z=0 bw. Z=2. Sind A,b bzw. 44, b’ die Parameter eines Strahles vor und nach 
einer Operation, so liefert die Reflexionsmatrix (R) und die Intervallmatrix (J) die Strahlän- 
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a 1a AD Ds BED) 2 (A,b5 42 (Ri 

(ar: amd.) = (A,b; 42 4,...)(J(m). Dabei ist Z=n bzw. Z=E& die Lage der 
Bild- bzw. Objektebene. Die Matrix (7) verknüpft die Strahleigenschaften vor der r-ten und 
(r — 1)-ten Reflexion. Nach N-facher Reflexion sind dann die Bildstrahlen A, = 4,(n), b; mit 
den Objektstrahlen A, = 4, (£), b, verknüpft durch (4,, bi; ..)=(4, b>) um 2 
(L(n)) = (T)?(R) (Im); (A 4.) =$ bu. Die lineare Gesamtvergrößerung Al 3 a 
stets durch das Matrixelement L,,(n), die Lage & der Objektebene stets durch E=JIaıl. 1 
und der sphärischen Fehler stets durch 8,45 mit Sy = (1- 1/8) (La, — Lul€ + Znıl5) 
gegeben. Die Ausrechnung ergibt für |1 — £| < ı eine maximale Vergrößerung Zul 2N + 
mit einer Bildebene bei |n]<1 bzw. |2—n|<1, wobei S, für N >1 gegeben ist durch 
IS,| 4 (@N+1)@N-1)|Z,,|. Dieser bei kleinen Objekten nahe der optischen Achse allein 
wesentliche Bildfehler nimmt also ab mit etwa 1/N. Beträgt die Spiegelöffnung a,/R z. B. 
»1/100, ist R=10cm und wird eine Röntgenwellenlänge 7=1 verwandt, so liegt das 
durch die numerische Apertur 1/100 und A bedingte Auflösungsvermögen bei etwa 50 Ä, während 
die sphärische Aberration einen Bildfehler von 1000 Ä; 45 Ä ; 19 A für N =1;5;10 bedingt. 
Ganz offen bleibt allerdings die Frage, ob (a) die Intensität für N 2,2 nicht zu schwach wird 
und wie (b) der Strahlengang der N-ten Reflexion von der vorhergehenden getrennt werden kann. 

R. Hosemann. 

Bartkowska, J.: Third order aberrations of a mirror lens. Acta phys. Polon. 
12, 57—63 (1953). 

Formeln für die Bildfehler 3. Ordnung einer dünnen Spiegellinse (die eine 
Linsenfläche ist verspiegelt, durch die andere tritt das Licht ein und nach der Spiege- 
lung wieder aus). Vergleich dieser Bildfehler mit denen einer gewöhnlichen dünnen 
Linse (mit zwei brechenden Flächen). H. Marx. 

Irons, Erie J.: Some generalizations in geometrical opties derived by a con- 
vergence method. Amer. J. Phys. 21, 590—602 (1953). 

Bekannte paraxiale Abbildungsformeln werden abgeleitet, indem mit „Kon- 
vergenzen‘“ gerechnet wird; unter Konvergenz versteht der Verf. die Krümmung 
einer Wellenfläche, multipliziert mit dem Brechungsindex des Mediums. Z. B. wird 
statt mit der paraxialen Schnittweite s zu rechnen, mit der Konvergenz c = n/s 
der Welle am Ort der Brechung gerechnet. H. Marx. 

Mandl, Georg: Zur Begründung der Strahlenoptik aus der Maxwellschen Feld- 
theorie. Acta phys. Austr. 7, 365—389 (1953). 

Die Arbeit bringt einige Beiträge zur Herleitung der geometrischen Optik aus 
den Maxwellschen Gleichungen. Zunächst werden einige allgemeine Tatsachen der 
Charakteristikentheorie zusammengestellt. Die Anwendung auf die Maxwellschen 
Gleichungen führt aufeine allgemeine Eikonalgleichung. die jedoch nur in denı Falle, 
daß das Medium in jedem Punkte optisch einachsig ist (nicht notwendig als Ganzes 
optisch einachsig), eine einfache Gestalt hat, wie Verf. im Anhang ausführlich zeigt. 
Das Fermatsche Prinzip wird für ein allgemeines anisotropes (und inhomogenes) 
Medium hergeleitet, wobei jedoch offen bleibt, ob die Legendrebedingung der Vari- 
ationsrechnung erfüllt ist. Schließlich wird der Gültigkeitsbereich der geometri- 
schen Optik untersucht, wobei im Falle eines homogenen und isotropen Mediums 
eine anschauliche Interpretation gegeben wird. F. Penzlin. 

Dungey, J. W.: The motion of magnetie fields. Monthly Not. Roy. astron. 
Soc. 113, 679—682 (1953). 

Es wird gezeigt, daß es nicht in allen Fällen möglich ist, die zeitlichen Ände- 
rungen eines Magnetfeldes durch Bewegungen desselben zu beschreiben. Außerdem 
wird ein Prozess diskutiert, bei dem magnetischer Fluß entstehen soll. R. Lüst. 

Sands, M. and B. Touschek: Alignment errors in the strong-foeusing synchro- 
tron. Nuovo Cimento, Ser. IX 10, 604—613 (1953). 

Der Einfluß von Aufstellungsfehlern der Magnete auf die Teilchenbahnen im 
Synehrotron mit starker Stabilisierung wird untersucht. Es zeigt sich, daß ein 
resonanzartiges Anwachsen der Amplitude nur auftritt, wenn die Betatronschwin- 
gungen im fehlerfreien Beschleuniger nach einem Umlauf geschlossen sind. — Anm. 
d. Ref.: Die Berücksichtigung anderer Fehler führt zu weiteren kritischen Betriebs- 
bedingungen. @. Lüders. 
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Kitagaki, Toshio: On a wide angle and solid focusing field. Sei. Reports 
"Töhoku Univ., I. Ser. 37, 159—163 (1953). 
Die Bedingungen für a) Fokussierung 2. Ordnung und b) Fokussierung senkrecht 
zum Feldhauptschnitt eines magnetischen Umlenkfeldes (-Prismas) für Ionen zeigen, 
‚daß bei senkrechtem Eintritt der Ionen ins Feld und ebenen Feldbegrenzungen 
beide Fokussierungen nicht gleichzeitig stattfinden können. Wählt man aber schiefen 
Strahleneinfall, so ist dies möglich. Z. B. ist bei einem Ionenumlenkwinkel im 
homogenen Magnetfeld von 45° und einem Einfallswinkel von 24° 55’, einem Aus- 
fallswinkel von —-10° 22’ das Verhältnis von Brennweite zu Umlenkradius 1,82. 
Die Weit-Winkel-Fokussierung läßt sich dann mit geringeren Abweichungen von 
der Geradlinigkeit der Feldbegrenzung am Ausgang bewerkstelligen, als dies bei 
senkrechtem Ioneneinfallnotwendig wäre. Als Bedingung für Fokussierung senkrecht 
zum Hauptschnitt wird etge’ — ® — } eotg (® — €‘) angegeben, mit e’ = Eintritts- 
winkel der Ionen und ® = Ionenumlenkwinkel. D. Kamke. 


Caianiello, E. R.: Nonlinearities in the strong-focusing accelerator. Nuovo 
Cimento, Ser. IX 10, 581—593 (1953). 

Es wird versucht, den Einfluß von Nichtlinearearitäten des magnetischen Feldes 
auf die Stabilität der Teilchenbahnen im Synchrotron mit starker Stabilisierung 
(Courant, Livingston und Snyder, dies. Zbl. 49, 142) abzuschätzen. — Anm. 
d.Ref.: Numerische Rechnungen, die von anderer Seite durchgeführt wurden, 
haben das behauptete Resultat als unzutreffend erwiesen; das schwierige Problem 
des Einflusses von Nichtlinearitäten ist noch jetzt keineswegs hinreichend gelöst. 

@. Lüders. 


Caianiello, E. R. and A. Turrin: Stability and periodieity in the strong-focusing 
accelerator. Nuovo Cimento, Ser. IX 10, 594—603 (1953). 

Die Stabilitätsbedingungen für das Synchrotron mit starker Stabilisierung 
werden für eine etwas andere Anordnung als die von Courant, Livingston und 
Snyder behandelte abgeleitet. Außerdem werden Bedingungen für die Periodizität 
der Teilchenbahnen gewonnen; eine derartige Periodizität ist jedoch ohne praktisches 
Interesse (Ref.) @G. Lüders. 


Grümm, Hans: Zur Dioptrik des Elektronen- und Ionenbündels mit kreisför- 
miger Hauptbahn. Acta phys. Austr. 8, 119—140 (1953). 

Um die kreisföormige Hauptbahn herum wird das elektrische und magnetische 
Feld in eine Reihe entwickelt, um einerseits Ionen- bzw. Elektronenbahnen zu be- 
rechnen und andererseits auf bequeme Weise die Bahnfehler bei geringen Feldfehlern 
studieren zu können. Das allgemeine Rechenschema ist die Bahnberechnung mit 
Hilfe von Variationsprinzipien und Eikonalfunktionen. Die Bild- und Fokussierungs- 
fehler werden bis zur 3. Ordnung bestimmt sowie Intensitätsverteilungen und 
Kaustikflächen in der Bildebene angegeben. Schließlich ergeben sich notwendige 
Daten für Massenspektrographen zur Vermeidung von Aberrationen 3. Ordnung, 
welche allerdings zeigen, daß die Bedingungen nicht für radiale und axiale Fokus- 
sierung gleichzeitig erfüllt werden können. D. Kamke. 


Relativitätstheorie: 

e Bergmann, Peter 6.: Introduetion to the theory of relativity. New York: 
Prentice Hall, Ine. 1953. XVI, 287 p. 

Werle, J.: The problem of „equivalent“ potentials in elassical equations of 
motion. Bull. Acad. Polon. Sci., Cl. III 1, 281—285 (1953). 

Verf. geht aus von der klassischen relativistischen Bewegungsgleichung für 
ein Teilchen in einem vorgegebenen statischen Potential. Er gibt ein Verfahren an, 
nach dem man jedem Potential ein anderes zuordnen kann, das, in die nichtrelati- 
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vistische Bewegungsgleichung eingesetzt, Bahnen ergibt, die näherungsweise mit den 
richtigen (relativistisch berechneten) Bahnen übereinstimmen. R @G. Höhler. 
Dirac, P. A. M.: The Lorentz transformation and absolute time. Physica 19, 
_ 1953). f 
u. Ban „absolute Zeit“ und „Ather‘‘ werden im Zusammenhang mit 
neueren Arbeiten des Verf. (dies. Zbl. 43, 428; 48, 204) zur Elektrodynamik sowie mit 
der Quantentheorie diskutiert. @. Höhler. 
Lalan. Vietor: Sur la rotation spatiale associee A un eycle de Lorentz. C.r. 
Acad. Sci., Paris 236, 2279— 2299 (1953). 

Lalan, Vietor: Les transformations de Lorentz forment-elles un groupe? Ann. 
de Physique, XII. Ser. 8, 653—661 (1953). 4 AR j 

Garnier, Rene: Observations sur la communication precedente. Ü. r. Acad. 
Sei., Paris 236, 2299 (1953). 

Bekanntlich bilden die relativistischen Transformationen auf ein bewegtes, 
gleichorientiertes (Raum-) Koordinatensystem erst unter Hinzunahme der Raum- 
drehungen eine Gruppe. Wenn die Zusammensetzung mehrerer solcher reiner Raum- 
Zeit-Drehungen gegenüber dem Ausgangssystem Ruhe ergibt, sind deshalb nicht 
notwendig auch die Raum-Achsen des Endsystems in der Ausgangsorientierung. Verf. 
der erstgenannten Arbeiten untersucht die sich ergebenden Raumdrehungen auf 
der Grundlage einer Levi-Civitaschen Parallelübertragung. Verf. der dritten Arbeit 
weist dazu darauf hin, daß bereits elementare Überlegungen der nicht-euklidischen 
(Geometrie ausreichen. F. L. Bauer. 

Groenewold, H. J.: Spinor rotations and reflections. I, II. Nederl. Akad. Wet., 
Proc., Ser. B 56, 169—178, 179—192 (1953). 

Verf. untersucht die volle Lorentzgruppe ZL, in 4 Dimensionen mit Hilfe des 
folgenden ‚„Einbettungsprogramms‘: 1. Die Infinitesimalelemente von L, sind den 
entsprechenden Infinitesimalelementen von Z, (bei fester 5. und 6. Koordinate) zu- 
geordnet. 2. Die räumlichen (zeitlichen) Spiegelungen in Z, werden den entspre- 
chenden Spiegelungen, gefolgt von einer Spiegelung in Richtung der 5- (6-)Achse 
zugeordnet, d.h. einer Drehung um x von ZL,. — Die Ergebnisse sind in einigen 
Tabellen übersichtlich zusammengestellt. F. Penzlin. 

Eriksson, H. A. S.: Space reflection, time reversal and charge eonjugation of 
spinor fields. Ark. Fys. 5, 349—358 (1953). 

Mit Hilfe umfangreicher (nur zum Teil wiedergegebener) Rechnungen, die von 
Spinordarstellungen 6-dimensionaler Drehungen Gebrauch machen, zeigt Verf.: 
In der orthochronen Lorentzgruppe gibt es 4, in der vollen dagegen nur 2 inäqui- 
valente Darstellungen der räumlichen Spiegelung, während es für die Zeitspiegelung 
stets 4 (zwischen y und y* vermittelnde) Darstellungen gibt. F. Penzlin. 

Bronzioni, Liliana T. de: Sulla propagazione di un segnale luminoso in un mezzo 
anisotropo. Anais Acad. Brasil. Ci. 25, 347—351 (1953). 

Verf. untersucht die Ausbreitung eines Lichtbündels in einem anisotropen 
Medium der Permeabilität 1 und beweist die Parallelität von Poynting-Vektor 
und Gruppengeschwindigkeit einerseits und von Impuls- und Ausbreitungsvektor 
andererseits. Es folgt eine kurze Diskussion der Lichtausbreitung in einem bewegten 
anisotropen Medium. W. Urich. 

Riseco, M.: Sur les moditications veetorielles inherentes A Veffet Doppler pour 
des ondes se propageant dans un milieu dieleetrique. J. Phys. Radium 14, 657—662 
(1953). 

Wird das elektromagnetische Feld in einem Medium vom Brechungsindex n > 1 
in einem Bezugssystem beobachtet, welches sich relativ zu dem Medium mit der 
Geschwindigkeit d bewegt, so erscheinen bekanntlich & und D bzw. 9 und ® nicht 
mehr parallel zueinander. Verf. diskutiert die Transformationsformeln (Lorentz- 
transformation) für eine ebene Welle: die Formeln für die Richtungen von €, $ und 
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S=c&x H gehen die Formeln für die Richtungen von 8, B und G=c1DxB 
über, wenn man r durch 1/n ersetzt. Ist die Komponente von vd parallel zur Wellen- 
normalen gleich der Phasengeschwindigkeit c/n, dann (und nur dann) wird der 
Poyntingvektor S zu null transformiert; der Winkel zwischen vd und der Wellen- 
normalen kann dabei höchstens der Grenzwinkel der Totalreflexion sein, da sich 
sonst der Beobachter mit Überlichtgeschwindigkeit bewegen müßte. Aus demselben 
Grund ist es nicht möglich, den Feldimpuls & wegzutransformieren; dazu wäre der 
Betrag n c für die zur Wellennormalen parallele Komponente von b nötig. 
Walter Franz. 

Zeuli, Tino: Sul movimento di fluidi veloei. Atti Sem. mat. fis. Univ. Modena 
6 (1951—52), 3—15 (1953). 

L’A. se propose d’eerire les equations du mouvement d’un fluide parfait en 
mouvement rapide et de mettre en &vidence les corrections relativistes par rapport 
aux &quations de l’hydrodynamique classique. Il tient d’abord compte de l’action 
gravitationnelle, puis se reduit au formalisme de la relativite restreinte et donne, 
en notations elassiques, les nouvelles formes des equations d’Helmholtz et de la 
formule de Cauchy. Dans le cas d’un mouvement permanent d’un fluide parfait 
avec &quation d’&tat adiabatique, il indique quelle est la forme du theoreme de 
Bernoulli. Une extension rigoureuse du th&oreme de Bernoulli & la relativite gene- 
rale a &t& donnee par le rapporteur (ce Zbl. 26, 376) et les resultats des deux &etudes 
eoncordent & la premiere approximation relativiste. A. Lichnerowiez. 


Leaf, Boris: The eontinuum in special relativity. II. Phys. Review, II. Ser. 
90, 1090— 1101 (1953). 

Weiterentwicklung der kovarianten Beschreibung eines anisotropen Konti- 
nuums, welches nur eine einzige chemische Komponente besitzt. Vergleiche dies. 
7Zbl. 44, 421. .J. Meixner. 

Stueckelberg, E. 0. 6. et @. Wanders: Thermodynamique en relativite generale. 
Helvet. phys. Acta 26, 307—316 (1953). 

Bekanntlich reichen in der Relativitätstheorie der erste Hauptsatz der Thermodynamik: 
D; e=0,D, = 0 er Bi % | kl ) (6°, ist der Energie-Impuls-Tensor, n® der Vektor des 
Substanzflusses) und der zweite Hauptsatz in der Form: Ds ®-i=0,i1>0 (sf ist der Vektor 


des Entropieflusses, i die Dichte der Entropieerzeugung — „irröversibilit6“) nicht zu einer De- 
finition der Temperatur hin, da die Aufteilung des Energiestromes in mechanischen und thermi- 
schen Anteil nicht eindeutig möglich ist. Um diese Schwierigkeit zu überwinden, nimmt der 
Verf. an: I. „Von den (6 + € +1) angegebenen Gleichungen sind nur (ö + C) voneinander 
unabhängig“. Das hat die Existenz der Fundamentalgleichung 


ev" D, + Eu Dor + T7(D#-i)=0, e= +1 


mit eindeutig bestimmten z,, T und v* zur Folge. Nun untersucht der Verf., wann diese Fundamen- 
talgleichung mit einem der Bedingung: II. „Die (ö + ©) Zustandsvariablen können so gewählt 
werden, daß die Ströme oP, ne, s® nur linear in den Ableitungen der Zustandsvariablen sind“, 
genügenden Energie-Impuls-Tensor zu einer Identität wird. Dann sind die Funktionen T (Tem- 
peratur), z, (chemische Potentiale), »* (Vierergeschwindigkeit), & und 7 (longitudinale und 
transversale Viskosität), z (Wärmeleitfähigkeit) und A, (Diffusionskoeffizienten) eindeutig de- 
finiert. s? und i werden bestimmt. F. Penzlin. 

Pham-Man-Quan: Thermodynamique d’un fluide relativiste. ©. r. Acad. Sei., 
Paris 236. 2299-2301 (1953). 

Dans le eadre de la relativite generale, PA. propose une th6orie du mouvement 
d’un fluide thermodynamique, c’est-ä-dire compte tenu des phenomenes calorifiques. 
Le fluide est decrit au moyen d’un vecteur vitesse unitaire a, d’une densit€ propre 
o, d’un tenseur des pressions 77.5 et d’un champ scalaire 0 deerivant le champ des 
temperatures propres. Les &quations de base sont d’abord postulees relativement 
A un repere propre vn (repere orthonorme pour lequel vo, coincide avec u) puis 
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traduites en reperes queleonques. L’A. obtient ainsi pour le tenseur d’impulsion- 
energie l’expression Ts = 0 U up — Nun — (Us ge + Up.) oü le vecteur courant 
de chaleur q, satisfait aux equations 

= — ko (4 u 4x); Vxg’=( ou” 8,0 (V derivation covariante) 
k et © designant des coefficients thermodynamiques. Les equations du mouvement 


deduites de V,7T“P = 0 sont &crites soit dans le cas gen£ral, soit dans Je cas du 
fluide parfait thermodynamique. A. Lichnerowiez. 


Pham-Man-Quan: Le probleme de Cauchy pour un fluide parfait thermody- 
namique. ©. r. Acad. Sci., Paris 237, 22—24 (1953). 

L’A. montre que, dans le cadre de sa theorie des fluides parfaits thermodyna- 
miques (voir referat pr&cedent), le probleme de Cauchy est en gen£ral correetement 
pose. Dans l’espace-temps de la relativite generale, les donnees de Cauchy sur une 
hypersurface S sont les potentiels de gravitation, leurs derivees premitres, la tem- 
perature 0 et ses derivees premieres; les coeffieients thermodynamiques k et C 
sont supposes connus. Sauf pour des varietes exceptionnelles — ondes de gravitation, 
hypersurfaces engendr&es par des lignes de courant, ondes hydrodynamiques — 
le probleme de Cauchy admet localement une solution physiquement unique. Le 
traitement s’inspire de ceux donnes par le rapporteur [Theories relativistes de la 
gravitation et de l’electromagnötisme, Paris 1955]. Le raccordement du champ 
d’un fluide parfait thermodynamique avee un champ exterieur est aborde. 

A. Lichnerowiez. 


Lopuszanski, Jan: KRelativisierung der Theorie der stochastischen Prozesse. 
Acta phys. Polon. 12, 87—99 (1953). 

Es wird eine relativistische Verallgemeinerung der Theorie der Diffusion ver- 
sucht. Im nichtrelativistischen Falle hat man die Kolmogorovsche Integralglei- 
chung für die „Übergangsamplitude“ 0(%, t; &,t5), die die Wahrscheinlichkeit 
dafür angibt, daß ein Teilchen, das zur Zeit t, an der Stelle x, war, zur Zeit t an 
der Stelle x gefunden wird, und die Dichte o(x, t). Im relativistischen Fall werden 
diese Funktionen als Zeitkomponenten für zwei Vierervektoren Ir(2,1;2,t,) und 
I*(z,t) aufgefaßt. Man kann dann aber nur 5 Gleichungen für diese 8 Funktionen 
ableiten, und kann so noch nicht zu einer Diffusionsgleichung gelangen. [Anm. d. 
Ref.: Man kann sich leicht einen ‚random walk“ in einer Minkowski-Welt konstru- 
ieren, und sieht dann sofort, woher dieses negative Resultat kommt: Im relativisti- 
schen Fall muß man die Geschwindigkeitsverteilung der diffundierenden Teilchen 
mit berücksichtigen, also zu Funktionen 0, d, 2; %g, %, £p) übergehen.] H. Koppe. 

Raychaudhuri, Amal Kumar: Reine Strahlungsfelder mit Zentralsymmetrie in 
der Allgemeinen Relativitätstheorie. Z. Phys. 135, 225231 (1953). ; 

Es wird bewiesen, daß keine überall reguläre Lösung der Einsteinschen Feld- 
gleichungen existiert, die einem in einer Kugel eingeschlossenen kugelsymmetrischen 
reinen Strahlungsfeld entspricht, das mit einem sonst leeren Universum im Gleich- 
gewicht steht. Die Lösung existiert weder im Fall eines stationären Strahlungsfeldes 
[das folgt schon aus einer früheren Arbeit des Verf., in der die strahlungserfüllte 
Kugel in ein nichtleeres Universum eingebettet wurde (dies. Zbl. 48, 215)], noch in 
dem Fall, daß das zentralsymmetrische Strahlungsfeld nicht-stationär ist. Verf. ver- 
sucht dies dahin zu deuten, daß ein durch keine äußeren (nicht kugelsymmetrischen) 
Kräfte beeinflußter materieller Körper nicht vollständig in Strahlung aufgehen kann. 

R. Kippenhahn. 

Nariai, Hidekazu: On some linear equivalence in kinematie relativity. Sei 
Reports Töhoku Univ., I. Ser. 37, 240—248 (1953). 

‚Ausgehend von dem Prinzip der „regraduation of time-scales“, das in der kine- 
matischen Kosmologie von Milne eine fundamentale Rolle spielt, leitet Verf. ein 
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neues Weltmodell ab, bei dem insbesondere auch die in der Milneschen ‚‚t“-Zeit- 
skala auftretende Schwierigkeit eines zu kurzen Weltalters vermieden werden kann. 
N . H. Vogt. 

Smith, E. A.: New method of caleulating gravitational fields in the universe. 
"Revista Ci. 55, 237—254 (1953). 

Schrödinger, Erwin: The general theory of relativity and wave mechanices. 
Seientifie papers, presented to Max Born, 65—74 (1953). 

Bose, S. N.: Une theorie du champ unitaire avec /'„=+0. J. Phys. Radium 14, 
641—644 (1953). 

Verf. schlägt eine Modifikation der Einsteinschen unitären Feldtheorie mit 
nichtsymmetrischem g,, vor. Die Lagrange-Funktion der neuen Theorie genügt der 
Einsteinschen Hermitizitätsbedingung und enthält drei Terme mit zwei frei ver- 
fügbaren numerischen Koeffizienten. Die Näherungsform der Feldgleichungen für 
schwache Felder wird kurz diskutiert. A. Papapetrou. 

Bose, $. N.: Certaines eons&quences de l’existence du tenseur g dans le champ 
affine relativiste. J. Phys. Radium 14, 645—647 (1953). 

Die Beziehung zwischen dem Tensor g,, und den Komponenten des affinen 
Zusammenhangs Ihe Gur,a— (ir ee Ju T;,=0, wird als eine Differential- 
gleichung zur Bestimmung von g,, betrachtet, und die Integrabilitätsbedingungen, 
denen die Koeffizienten I", genügen müssen, werden für die allgemeine Relativitäts- 
theorie (symmetrisches g,,) bzw. für die unitäre Feldtheorie (nichtsymmetrisches g,,) 
untersucht und ermittelt. A. Papapetrou. 

Liehnerowiez, Andr6: Compatibilit6 des &quations de la theorie unitaire d’Ein- 
stein-Schrödinger. C. r. Acad. Seci., Paris 237, 1383—1386 (1953). 

Von singulären Fällen abgesehen, besitzt das Cauchysche Problem bezüglich 
der Feldgleichungen R,n»=0, Ras = 3(6,15— 0851,) und gewisser, auf einer 
Hyperfläche der V, vorgegebener Größen eine bis auf zulässige Koordinatentrans- 
formationen eindeutige Lösung. — Eine vollständige Darstellung wird angekündigt. 

W. Barthel. 

Clauser, Emilio: Una particolare soluzione delle equazioni einsteiniane della 
relativitä unitaria. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. Ser. 
15, 171—177 (1953). 

Lösung der Gleichungen der Einsteinschen einheitlichen Feldtheorie mit nicht- 
symmetrischen g,, unter der Hauptannahme, daß in einem gewissen Koordinaten- 
system die Größen g,, nur von einer Raumkoordinate x! abhängen. Dazu kommen 
noch einige weitere vereinfachende Annahmen. A. Papapetrou. 

Schaffhauser-Graf, Edith: Versuch einer 4-dimensionalen einheitlichen Feld- 
theorie der Gravitation und des Elektromagnetismus. J. rat. Mech. Analysis ?2, 
743—765 (1953). 

Die vorliegende Arbeit stellt einen Versuch dar, ein geometrisches Modell einer 
einheitlichen Feldtheorie der Gravitation und des elektromagnetischen Feldes im 
Rahmen von vier Dimensionen zu geben, derart, daß im Spezialfall des Verschwindens 
des elektromagnetischen Feldes die Einsteinschen Gleichungen des Gravitations- 
feldes resultieren. Im ersten Abschnitt werden die Forderungen für eine einheitliche 
Feldtheorie aufgestellt, und es wird angekündigt, daß eine Finslersche Geometrie 
mit integrabeler Parallelverschiebung zugrunde gelegt werden wird. Die Aufstellung 
einer solchen Geometrie erfolgt im zweiten Abschnitt. Die Feldgleiehungen kommen 
erst im dritten Abschnitt zur Erörterung. Es wird angestrebt, dem elektromagneti- 
schen Feldtensor in dem in II abgeleiteten Finslerschen Raum eine selbständige 
geometrische Interpretation zu geben, welche denin Terwähnten Bedingungen genügt, 
und es werden die sich aus dieser Interpretation ergebenden Folgerungen diskutiert. 
Namentlich werden die Gravitationseffekte des elektromagnetischen Feldes, der 
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Scheinkraftcharakter der Lorentzkraft und die Bewegung eines geladenen Massen- 
punktes erörtert. Ar J. A. Schouten. 

Gürsey, Feza: Gravitation and cosmie expansion in conformal space-time. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 49, 285—291 (1953). ne 

Es wird versucht eine Relativitätstheorie aufzubauen mit einem konform- 
euklidischen Linienelement. Der Ricci-Tensor kann dann nicht Null sein in materie- 
freien Gebieten, da dies ja bekanntlich das Verschwinden des Krümmungstensors 
nach sich zieht. An die Stelle der Einsteinschen Gleichungen müssen also andere 
leichungen treten. Die Theorie gibt nur die Hälfte der gemessenen Perihelabwei- 
chung, und auch die Lichtablenkung kommt nicht heraus. Dagegen verspricht sich 
der Autor gute Resultate für eine Kosmologie mit stetiger Erschaffung von Materie. 

J. A. Schouten. 

Takasu, Tsurusaburo: The general relativity as a three-dimensional non- 
holonomic Laguerre geometry of the second kind, its gravitation theory and its quantum 
mechanies. Yokohama math. J. 1, 89—104 (1953). 

The author shows that the geometry of the four dimensional space of general 
relativity is identical with the geometry of a non-holonomie 3-dimensional Laguerre 
geometry (see this Zbl. 51, 398). It is shown how Dirae’s wave equation, 
the equation of Schrödinger-Gordon and the Maxwell equation can be obtained in 
this theory. J. Haantjes. 

Takasu, Tsurusaburo: A necessary unitary field theory as a non-holonomie 
parabolie Lie geometry realized in the three-dimensional Cartesian space and its 
quantum mechanies. Yokohama math. J. 1, 263—273 (1953). 

Anschließend an frühere Arbeiten über die Deutung der Geometrie des Welt- 
raumes als eine nicht-holonome parabolische Liesche Geometrie (dies. Zbl. 51, 398; 
u. vorsteh. Referat) wird eine neue einheitliche Feldtheorie vorgeschlagen. 

.J. Haantjes. 


Quantentheorie: 


Reichenbach, Hans: Les fondaments logiques de la mecanique des quanta. 
Ann. Inst. Henri Poincar& 13, 109—158 (1953). 

Von den Ergebnissen der theoretischen Physik ausgehend, diskutiert der Verf. drei logisch- 
philosophische Probleme. Das erste Kapitel der Veröffentlichung ist dem Indeterminismus ge- 
widmet. Der Determinismus der klassischen Physik wird folgendermaßen beschrieben: Wenn 
wir den Zustand A zur Zeit t, exakt (durch gewisse Parameterwerte) beschreiben könnten, so 
würde für die Zeit t, exakt der Zustand B folgen. Da wir aber A nur innerhalb von Fehlergrenzen 
beschreiben können, so kann auch B nur (näherungsweise) mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit 
vorausgesagt werden. Je genauer die Beschreibung von A, desto mehr nähert sich diese Wahr- 
scheinlichkeit der Gewißheit, die im Idealfall erreicht wäre. In der Quantentheorie tritt an die 
Stelle dieses Prinzips folgendes: Im Idealfall wird A durch eine Funktion (besser Hilbertraum- 
Vektor; d. Ref.) y beschrieben, auch dann kann B aber stets nur mit einer von der Gewißheit 
verschiedenen Wahrscheinlichkeit vorausgesagt werden. Dieses Prinzip erlaubt somit einerseits 
die Vorausberechnung experimenteller Resultate, schließt jedoch andererseits die Möglichkeit 
von Beobachtungen aus, die gewissen Unschärfe-Relationen widersprechen. Der Verf. betont, 
daß dieser zweite Aspekt heftig diskutiert und kritisiert wird; er vertritt selbst die Ansicht, daß 
die Quantentheorie als Ganzes (eine Fülle von Beobachtungen beschreibend) indirekt einen Beweis 
auch für diesen Aspekt und damit gegen einen Determinismus darstellt. Die Philosophie kann 
wohl die Begriffe Determiniertheit und Indeterminiertheit logisch einführen und diskutieren, 
die Entscheidung, in welcher Weise die Welt abläuft, ist jedoch dem Physiker zu überlassen. Das 
zweite Kapitel befaßt sich mit dem Problem des unbeobachteten Objekts. In Beobachtungen 
treten die mikroskopischen Objekte nach der Quantenphysik entweder als Korpuskeln oder als 
Wellen auf. Zur Beschreibung der nicht beobachteten „Interphänomene‘“ gäbe es somit zwei 
verschiedene anschauliche Interpretationsmöglichkeiten, die aber beide nicht der (an eine Inter- 
pretation der Interphänomene zu stellenden) Forderung genügen, daß die physikalischen Ge- 
setze für Phänomene und Interphänomene die gleichen sind. Jede der beiden Interpretationen 
(ebenso wie die der Führungswelle) führt, konsequent durchdacht, auf „‚kausale Anomalien“. 
Verf. formuliert als Prinzip: Die Quantenphysik erlaubt keine „‚normale“ anschauliche Beschrei- 
bung der Interphänomene. Will man nicht auf jede über das Mathematische hinausgehende 
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Interpretation verzichten, so muß man auf eine dreiwertige Logik zurückgreifen. In den beiden 
‚etzten Kapiteln wird schließlich die Frage des Zeitablaufs (nach der klassischen bzw. der Quan- 
„enphysik) diskutiert. Bekanntlich liefert weder die klassische Mechanik noch die statistische 
I0hermodynamik eines isolierten Systems eine Auszeichnung einer Zeitrichtung. Betrachten wir 
jedoch eine große Zahl gleicher quasiisolierter Systeme und fragen wir nach einem Zustand ge- 
"inger Entropie 1. bei einem System während des Zeitablaufs, so ergibt sich eine vom System 
unabhängige Wahrscheinlichkeit p, 2. zu festem Zeitpunkt t; bei allen Systemen, so ergibt sich 
‚sine zeitabhängige Wahrscheinlichkeit p,. Erfahrungsgemäß gilt hier nun eine Auszeichnung 
‚einer Zeitrichtung, indem (etwa) Pı > Pa > P > "+ p; und zwar liefern unzählige Beispiele 
‚von Systemen dieselbe Zeitrichtung. Diese Erfahrungstatsache, vom Verf. als weiteres Natur- 
‚gesetz ausgesprochen und als „statistische Isotıopie‘“ bezeichnet, liefert erst die Auszeichnung. 
"Bei allen Schwierigkeiten betreffend Zeitrichtung liefert die klassische Physik zumindest eine 
„eindeutige zeitliche Ordnung. [Für drei Ereignisse liegt fest, welches zwischen (!) den beiden 
„anderen liegt.] Auch diese Ordnung wird von der Quantenphysik nicht mehr gegeben: Man denke 
san Feynmans Interpretation des Positrons als in die Vergangenheit laufendes Elektron. Der 
Verf. deutet den Gedanken an, daß die vergleichsweise kurze Lebensdauer des Positrons und die 
Möglichkeit einer linearen Zeitordnung in engem Zusammenhang stehen. Den Makrokosmos 
betreffend gilt schließlich, daß die Quantentheorie die Zukunft in folgender Weise auszeichnet: 
Die Geschehnisse der Vergangenheit lassen sich im Prinzip alle erkennen — registrieren—, 8 
gibt zukünftige Geschehnisse, die nicht vorhergesagt werden können. — Man vergleiche zu den 
ausführlichen und klaren Gedankengängen (insbes. zum 2. Kap.) auch die „Philosophischen 
Grundlagen der Quantenmechanik“ des Verf. (Basel 1949, dies. Zbl. 41, 328). @. Grawert. 
Schönberg, M.: Generalization of the classical field formalism by means of 
funetionals. Nuovo Cimento, Ser. IX 10, 1597—1601 (1953). 
Fujiwara, Izuru: On the evaluation of the operator function log (eV e*). 
Progress theor. Phys. 9, 676 (1953). 
Yamamoto, Takao: Analytical representation of general spin. Progress theor. 
Phys. 10, 579 (1953). 
Goldstein. Herbert: The Bohr formula for nonrelativistie elliptic orbits. Amer. 
J. Phys. 21, 688 (1953) 
Synge, J. L.: Primitive quantization in the relativistic two-body-problem. Phys. 
Review, II. Ser. 89, 467—471 (1953). 
The two-body problem is dealt with in a relativistie way by using the technique 
of Hamilton’s optical method. A point of the Hamilton space (H,) corresponds to 


a pair of events. For the Hamilton function is taken 
Q = (1/2 m) 0, 0, + (1/2 m’) 0, o.+ee/R+(m+ m‘) 2, 

where m, m’ are the masses of the particles, e, e’ their charges, o,, o, their slowness 
4-veetors and R their Minkowskian distance. By means of 2 rays and waves are 
defined in H,. These waves are quantized by associating a phase-cycle with an 
inerease of h in the characteristic function. The part of the space occupied by rays 
is supposed to be multiply connected. Then the quantum rules appear as resonance 
condition on the Broglie waves. This leads to an expression for quantized proper 
energies from which follow the energy levels for the hydrogen atom. J.H aantjes. 

Antonowiez, K.: An integrating apparatus for the Schrödinger equation. Acta 
phys. Polon. 12, 163—168 und russische Zusammenfassg. 169 (1953). Ir 

Unter Benutzung der Analogie zwischen der eindimensionalen zeitabhängigen 
Schrödingergleichung und der Gleichung der kleinen Schwingung einer Magnetnadel 
im Magnetfeld wird ein Apparat zur genäherten Integration der ersteren angegeben. 
Als Beispiel wird ein harmonischer Oszillator untersucht. Die sich dabei erge benden 
Eigenschwingungen stimmen mit den berechneten bis auf etwa 1%, überein. 

F. A. Willers. 

Petiau, Gerard: Sur le caleul de la diffusion des corpuseules de spin h'|2 par 
un potential pseudoscalaire radial. J. Phys. Radium 14, 648 656 (1953). Et 

Im Anschluß an eine frühere Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 45, 135) wird die Streu- 
ung von Partikeln mit Spin 1/2 im Falle einer pseudoskalaren Wechselwirkung 
behandelt. Dabei wird in einem Falle das Potential in einer Kugel vom Radius R 
konstant vorausgesetzt, während im anderen Falle ein pseudoskalares Coulomb- 
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ugrunde gelegt wird. Die Lösungen werden für den Innen- und Außenraum 
als Reihen nach Kugelfunktionen aufgestellt und die Koeffizienten mittels der Rand- 
bedingungen im Radius R ermittelt. P. Urban. 

Sokolov, A. A. und I. M. Ternov: Zur Frage der Bewegung schneller Elek- 
tronen im Magnetfeld. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 92, 537—540 (1953) 
[Russisch]. 

Die Lösung der Diracgleichung für den Fall der Bewegung eines Elektrons im 
homogenen Magnetfeld wird diskutiert. Nach der Berechnung der Energie und 
Wellenfunktion wird der Bahnradius und seine mittlere quadratische Schwankung 
(Bahnbreite) bestimmt. Intensität und Frequenz der bei einer Änderung des Quanten- 
zustandes emittierten Strahlung wird berechnet und der Ausdruck für die Intensität 
über alle möglichen Zustandsänderungen zur gesamten Strahlungsintensität sum- 
miert. Schließlich werden Ausdrücke für die zeitliche Abnahme des Bahnradius und 
die zeitliche Zunahme der Bahnbreite abgeleitet und mit der klassischen Theorie 
verglichen. Die Zunahme der Bahnbreite ist ein reiner Quanteneffekt, während die 
übrigen Ausdrücke lediglich kleine Korrekturen zu den klassischen Ausdrücken er- 
geben. F. Lenz. 

Neuman, Maurice: The radiation ofa high energy electron in a constant magnetic 
field. Phys. Review, II. Ser. 90, 682—689 (1953). 


Es wird die Lichtausstrahlung durch Elektronen hoher Energie, die in einem homogenen 
Magnetfeld (= Teilchenbeschleuniger) umlaufen, in niedrigster störungstheoretischer Näherung 
berechnet. In einem bestimmten, durch Teilchenenergie und magnetische Feldstärke definierten 
Bereich bleiben die quantentheoretischen Zusatzglieder zur klassischen Strahlungsformel ver- 
nachlässigbar klein. Anm. d.Ref.: Die Arbeit behandelt wie ihre Vorhänger die Ausstrahlung 
als die Emission eines einzelnen Lichtquants während eines langen Zeitraums; es erscheint 
jedoch wünschenswert, die Ausstrahlung als Emission vieler Lichtquanten zu behandeln. 

@. Lüders. 

Moses, H. E.: A note on the application of Schwinger’s variational prineiple to 
Dirae’s equation of the eleetron. Quart. appl. Math. 11, 111—118 (1953). 

Der Verf. diskutiert eine Anwendung des Schwingerschen Variationsverfahrens 
auf die Diracgleichung des Elektrons. Er betrachtet speziell Lösungen, die sich als 
Summe einer einfallenden und gestreuten Welle darstellen lassen, also für Streu- 
probleme von Wichtigkeit sind. Auf die Amplitude der gestreuten Welle wird im 
Sinne des Schwingerschen Verfahrens ein Variationsprinzip angewandt. P. Urban. 

Moshinsky, Marcos: Poles of the S matrix for resonance reactions. Phys. 
Review, II. Ser. 91, 984—895 (1953). 

Verf. leitet einige Aussagen über die Lage der Pole der S-Matrix bei Resonanz- 
prozessen ab. Sie folgen, indem man S durch die Wignersche R-Matrix ausdrückt. 

y H, Lehmann. 

Kampen, N. G. van: S-matrix and causality condition. I. Maxwell field. 
II. Non relativistic particles. Phys. Review, II. Ser. 89, 1072-1079 (1953), 98 
1267 —1276 (1953). 

I. Verf. untersucht, welche Bedingungen sich für die Streumatrix aus einer Kausalitäts- 
Forderung ergeben. Diese Frage wird behandelt für die Streuung eines klassischen elektro- 
magnetischen Feldes an einem festen Zentrum. Aus der vom Verf. klar formulierten Kausalitäts- 
bedingung folgen u. a. mathematisch strenge Aussagen über die analytischen Eigenschaften 
der S-Matrix und damit Beziehungen zwischen deren Real- und Imaginärteil. — II. Der Zu- 
sammenhang zwischen Kausalität und S-Matrix aus Teil I wird hier für die Streuung nicht- 
relativistischer Teilchen an einem festen Zentrum untersucht. Verf. diskutiert u.a. verschiedene 
Schwierigkeiten bei der Formulierung der K ausalitätsbedingung im nichtrelativistischen Rahmen. 
H. Lehmann. 

Visconti, Antoine: Sur une solution des &quations du type de diffusion; appli- 
eations A la theorie de la renormalisation. C. r. Acad. Sci., Paris 238, 2489—2491 
(1953). 

Hara, Osamu and Hisaichiro Okonogi: On gauge invariance in eleetrodynamies 
and the self-energy problem of the photon. Progress theor. Phys. 10, 191—198 (1953). 
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Kimura, Toshiei: The photon self-energy problem and mieroscopie space-time 
»strueture. Progress theor. Phys. 10, 577—578 (1953). 

Caianiello, E.R.: On quantum field theory. I. Explieit solution of Dyson’s 
‚equation in eleetrodynamies without use of Feynman graphs. Nuovo Cimento, Ser. IX 
10, 1634— 1652 (1953). 

Verf. beschäftigt sich mit einer formalen Zusammenfassung der Dysonschen 
S-Matrixelemente mit Hilfe geeigneter mathematischer Symbole. Durch die im 
Titel versprochenen „expliziten Lösungen“ etwa hervorgerufene Erwartungen hin- 
sichtlich der Anwendbarkeit dieser Methoden findet man nicht bestätigt, doch 
verweist der Verf. hierzu auf künftige Arbeiten. H. Lehmann. 

Riddell jr.. Robert J.: The number of Feyman diagrams. Phys. Review, 
II. Ser. 91, 1243—1248 (1953). 

Verf. gibt Formeln für die Anzahl aller Feynmangraphen einer bestimmten 
Ordnung der Störungsrechnung. H. Lehmann. 

Green. H. $.: A pre-renormalized quantum eleetrodynamies. Proc. phys. Soc., 
Sect. A 66, 873—880 (1953). 

Verf. versucht, Integralgleichungen für die Greenschen Funktionen der Quan- 
tenelektrodynamik in eine Form zu bringen, die nur noch experimentelle Parameter 
enthält, nicht jedoch Renormierungskonstanten. — Den erhaltenen Beziehungen 
dürfte nur formale Bedeutung zukommen, da eine mathematische Operation be- 
nutzt wird, die — nach Ansicht des Ref. — nur bei Betrachtung einzelner Feyn- 
man-Graphen, d.h. in der Störungsrechnung, sinnvolle Resultate liefert. 

H. Lehmann. 


Edwards. S. F.: A nonperturbation approach to quantum eleetrodynamies. 
Phys. Review, II. Ser. 90, 284—291 (1953). 

Verf. leitet für die Vertexfunktion /’, der Quantenelektrodynamik eine Inte- 
gralgleichung ab, deren Kern eine Potenzreihe in der Kopplungskonstanten darstellt. 
Es wird dann für diesen Kern die 1. Näherung eingesetzt und die so erhaltene 
Integralgleichung diskutiert. Ihre Lösung liefert einen Ausdruck für I „ der einer 
Summation über einen bestimmten Typ von Feynmangraphen entspricht. 

H. Lehmann. 


Tanaka. Sho and Hiroomi Umezawa: On "the transition matrix and the Green 
funetion in the quantum field theory. Progress theor. Phys. 10, 617—629 (1953). 


body problems are defined as functional derivatives of expectation values of chronologically 
ordered operators with respect to the external sources. It is shown that in the limiting case of 
vanishing sources these functions represent the elements of the transition matrix for the corres- 
ponding many-body problem. The formulation by means of Green’s functions is compared 
with Dyson’s renormalization technique (this Zbl. 33, 142) which is based upon the conven- 
tional perturbation method. The author encounters diffieulties in carrying out the renormalization 
programm in frames of his formulation without use of the perturbation methods. "The situation 
is illustrated on the examples of the electron-electron and photon-photon scattering. ‘ 
J. Rzewuskt. 
Maki, Ziro, Masatomo Sato and Sin-itiro Tomonaga: Secattering problem in 
the intermediate-coupling theory. I. Progress theor. Phys. 9, 607—632 (1953). 


Die vorliegende Arbeit ist von großer Wichtigkeit für die Theorie der intermediären Kopp- 
lung. Während die Tamm-Daneoff-Methode mit maximal zwei Mesonen arbeitet und eigentlich 
keinen richtigen Unterschied zwischen freien und gebundenen Mesonen macht, unterscheiden 
die Verff. von Anfang an streng zwischen freien Mesonen, von denen höchstens eines vorhanden 
angenommen wird, und zwischen gebundenen Mesonen, die in beliebiger Anzahl vorkommen 
dürfen. Die neue Rechenmethode der Verff. besitzt den Vorteil, daß mit ihr im Rahmen der 
intermediären Kopplung nicht nur, wie bisher, statische Probleme berechnet werden können, 
sondern auch dynamische Probleme wie etwa die Meson-Nukleon-Streuung. Von Nachteil ist 
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j i » nicht gest: ücks ies Nukleons (geschweige. 
doch, daß es die neue Methode nicht gestattet, den Rückstoß des 1 
nn relativistische Effekte) zu erfassen "ob da nach Gedankengängen von Matthews 
und Salam (dies. Zbl. 46, 218) eine Verbesserung zu erzielen ist, scheint noch offen zu 
bleiben. Nachteilig ist ferner, daß Abschneidemethoden zur Vermeidung quantentheoretischer 
Divergenzen verwendet werden müssen, da die Theorie anscheinend nicht renormiert werden 
kann. Das in der vorliegenden Arbeit verwendete Modell ist sicher zu stark vereinfacht, und die 
Ergebnisse der Arbeit können mit experimentellen Daten nicht verglichen werden. Von großem - 
Wert ist der Vergleich mit den Ergebnissen anderer Näherungsmethoden (Sawada, Tamm- 
Dancoff, übliche Störungstheorie, Theorie der starken Kopplung). F.Cap. 

Neuman, Maurice: The Green’s function method for strongly interacting par- 
tieles. Phys. Review, II. Ser. 92, 1021—1022 (1953). 

Es wird ein Näherungsverfahren zur Bestimmung der Greenschen F unktionen 
quantisierter Feldtheorien formuliert; dabei werden komplizierte Funktionen durch 
Produkte von Funktionen geringerer Argumentzahl approximiert. H. Lehmann. 


Hori, Shoichi: On the inverse power expansion of the Syae [7*. n../] and the 
Green-functions. Progress theor. Phys. 10, 575 (1953). 

Kursunoglu, Behram: Derivation and renormalization of the Tamm-Dancoff 
equations. Phys. Review, II. Ser. 92, 1069—1070 (1953). 


Dyson, F. J.: The wave function of a relativistie system. Phys. Review, II. Ser. 
91, 1543—1550 (1953). 

Es werden verschiedene Möglichkeiten diskutiert, in der relativistischen Feld- 
theorie Wellenfunktionen einzuführen; insbesondere wird eine vom Verf. vorge- 
schlagene „Neue Tamm-Dancoff-Methode‘“ behandelt. Dieses Verfahren vermeidet 
den freien Vakuumzustand, dessen Verwendung die „alte“ Tamm-Dancoff-Methode 
für relativistische Theorien scheitern läßt. Über die Konvergenz des neuen Verfahren 
läßt sich kaum etwas aussagen. H. Lehmann. 


Morpurgo, G. and B. F. Touschek: Remarks on the validity of the Tamm- 
Dancoff method. Nuovo Cimento, Ser. IN 10, 1681—1694 (1953). 

Um einen Einblick in die Genauigkeit der Tamm-Dancoff-Methode zu be- 
kommen, betrachten die Verff. ein exakt lösbares Beispiel, das der Streuung eines 
Teilchens an einer festen Quelle bei Paarkopplung entspricht. Ein Vergleich der 
exakten Lösung mit der ersten Näherung der Tamm-Dancoff-Methode zeigt, daß 
letztere zwar genauer ist als die Bornsche Näherung, jedoch bei stärkerer Kopp- 
lung höchstens qualitativen Charakter besitzt. H. Lehmann. 

Lehmann, H.: Zur Renormalisierung der Tamm-Daneoff-Gleichungen. Z. 
Naturforsch. 8a, 579580 (1953). i 

Der Verf. weist auf eine prinzipielle Schwierigkeit hin, die bei der Renormierung 
der sogenannten Wahrscheinlichkeitsamplitude in der Tamm-Dancoff-Methode auf- 
tritt. Diese Amplitude hängt von zwei vierdimensionalen Punkten x’ und x’’ ab, 
enthält aber außerdem auch explizit eine Zeit t. Die Amplitude erfüllt eine Integral- 
gleichung, wo die Zeit t als obere Grenze vorkommt. Der Verf. zeigt, daß die End- 
lichkeit des Kernes der Integralgleichung nicht hinreichend ist, sondern daß die 
endliche Zeitintegration neue Divergenzen erzeugen kann, die sich nicht als Re- 
normierungen deuten lassen. Dies entspricht dem bekannten Ergebnis bei der Aus- 
rechnung von Erwartungswerten von Operatoren in der Quantenelektrodynamik. 
Bei scharf begrenzten Raum-Zeit-Gebieten erhält man unendliche Ausdrücke. die 
bei unscharfer Begrenzung des Gebietes nicht auftreten. @G. Källen. 


Cini, M.: A covariant formulation of the non-adiabatie method for the relati- 
vistie two-body problem. I, II. Nuovo Cimento, Ser. IX 10, 526—539, 614—629 (1953). 
In Teil I werden die Grundgleichungen der (sog. „alten“) Tamm-Dancoff- 
Methode in der Wechselwirkungsdarstellung in relativistisch invarianter Weise for- 
muliert. In Teil II wird versucht, diese Gleichungen nach den in der S-Matrix-Theorie 
geläufigen Renormierungsmethoden endlich zu machen. Nach Ansicht des Ref. ist 
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die Behandlung in Teil II jedoch nieht ganz überzeugend ; die Schwierigkeiten hängen 
mit der grundsätzlichen Problematik der „alten“ Tamm-Daneotf-Methode zusammen. 
(r. Lüders. 

Fubini, S.: Non-adiabatic treatment of nucleon-pion seattering. Nuovo (i- 
mento, Ser. IX 10, 564—572 (1953). 

Verf. wendet die Tamm-Daneoff-Methode auf die Meson-Nukleon-Streuung an. 
Für die p-Sreuung mit isotopem Spin 3/2 erhält er qualitative Übereinstimmung 
mit experimentellen Daten. H. Lehmann. 

Fubini. S.: A covariant non-adiabatic equation for nucleon-pion scattering. 
Nuovo Cimento, Ser. IX 10, 851—854 (1953). 

Es wird die Behandlung der Meson-Nukleon-Streuung mit Hilfe einer vier- 
dimensionalen Integralgleichung vom Bethe-Salpeter-Typ vorgeschlagen und die 
Renormierung dieser Gleichung diskutiert. H. Lehmann. 

NovoZilov, Ju. V.: Über die Wahl des „‚ungestörten‘‘ Energieoperators in der 
Theorie der Wechselwirkung eines Nukleons mit einem Feld pseudoskalarer Mesonen. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 92, 931—933 (1953) [Russisch]. 

Der Verf. zeigt, daß in nichtrelativistischer Näherung nur Mesonen mit dem Drall 0 oder lmit 
den Nukleonen in Wechselwirkung treten — es kann daher vorausgesetzt werden, daß durch die 
Annahme verschiedener Wechselwirkungen der Mesonen vom Bahndrall 7 = 0 und 1 eine recht 


allgemeine Meson-Nukleon-Wechselwirkung erfaßt wird Es müßte daher möglich sein, den 
ungestörten Energieoperator H, als Teil des Operators H, der nur von den Vernichtungs- und 


Erzeugungsoperatoren der mit dem Nukleon in starker Wechselwirkung stehenden Me- 
sonen abhängt, zu bestimmen. Diese Gedanken zu einer Näherungsmethode werden nun 
auf die Berechnung des magnetischen Moments des Nukleons angewendet, wobei sich der gute 
Wert 2,3N.M. für das Proton und —1,75 für das Neutron ergibt. Dieses Ergebnis wird als 
Bestätigung für die spezielle Wahl von H, (Mesonen-Entstehungs- und Vernichtungsoperatoren 
mit nur !=1) aufgefaßt. F. Cap. 

Lawson. R. D.: Photoproduetion of a-meson pairs. Phys. Review, II. Ser. 
92, 1272—1279 (1953). 

Berechnung der Wirkungsquerschnitte für Photoerzeugung von n=-Paaren in 
niedrigster Näherung der Störungsrechnung. Vergleich zwischen ps- und pv- 
Kopplung. H. Lehmann. 

Thie, Joseph A.: Semielassical methods in meson processes. Phys. Review, 
II. Ser. 92, 1282—1283 (1953). 

Heitler und Peng haben bekanntlich die Weizsäcker-Williams-Methode zur 
Berechnung der Mesonenerzeugung durch Nukleon-Nukleon-Stoßprozesse benutzt, 
indem sie die Streuung der virtuellen Mesonen des schnellen Nukleons am anderen 
Nukleon betrachten. Verf. schließt an diese Arbeiten [Heitler und Peng, Proc. 
Ror. Irish Acad., Sect. A 49, 101—133 (1943), Heitler und Walsh, Reviews modern 
Phys. 17. 252—262 (1945)] an und berechnet den Nukleon-Nukleon-Stoßwirkungs- 
quersehnitt durch Integration des Spektrums virtueller PS-PS-Mesonen. Es 
wird auch der Wirkungsquerschnitt für die vom ı'- und rw -Austausch herrührende 
n-p-Bremsstrahlung angegeben und ebenfalls mit genaueren Lösungen anderer 
Autoren verglichen. F. Cap. 

Eder, Gernot: Statistik virtueller Mesonen. Acta phys. Austr. 7, 278—282 (1953). 

Pais, A.: On the baryon-meson-photon system. Progress theor. Phys. 10, 
457—469 (1953). 

Chrötien, M. and R.E. Peierls: Properties of form factors in non-local theories. 
Nuovo Cimento, Ser. IX 10, 668—676 (1953). 

Verff. geben Bedingungen für den Formfaktor nichtlokaler Feldtheorien an, 
die aus der Forderung makroskopischer Kausalität resultieren. Die Arbeit be- 
schränkt sich auf klassische Felder. 1 Lehmann. 

Pauli, W.: On the Hamiltonian structure of non-local field theories. Nuovo 

i Ser. IX 10, 648—667 (1953). 
en nichtlokale Feldtheorien vom Kristensen-Moller-Typ wird die Existenz 
von Erhaltungssätzen für Energie, Impuls und Ladung durch explizite Konstruk- 
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tion der betreffenden Größen gezeigt. Weiterhin wird insbesondere die Frage be- 
handelt. ob in nichtlokalen Theorien kanonische Feldvariable existieren. N 
H. Lehmann. 

Rzewuski, Jan: Conservation laws in non-local field theories, Acta phys. Polon. 
12, 14—25 (1953). 

Für eine klassische Feldtheorie mit zwei skalaren Feldern, die miteinander in 
nicht-lokaler Wechselwirkung stehen, konstruiert der Verf. Energie-, Impuls- und 
Stromdichten, die die gewöhnlichen Erhaltungssätze erfüllen. Das Problem ist 
nur für eine recht spezielle Klasse von Theorien gelöst, und zwar für solche, die einen 
Formfaktor, der von zwei Raum-Zeit-Punkten abhängt, haben. @. Källen. 

Rzewuski, Jan: Quantization of a certain class of non-local field theories. 
Acta phys. Polon. 12, 100—122 (1953). 

Die vorliegende Arbeit enthält eine Quantisierungsvorschrift für nicht-lokale 
Feldtheorien mit einem Formfaktor. Die angegebene Methode ist nur dann ver- 
wendbar, wenn der Formfaktor von zwei Raum-Zeit-Punkten abhängt und wenn 
er sich im p-Raum als die Inverse eines Polynomes darstellen läßt. Unter 
diesen Umständen lassen sich die Bewegungsgleichungen als Differentialgleichungen 
endlicher Ordnung schreiben, und die Quantisierung solcher Gleichungen ist sehon 
früher von anderen Verff. entwickelt worden. In der vorliegenden Arbeit werden 
die Wechselwirkungsdarstellung und die S-Matrix konstruiert, und es wird gezeigt, 
daß die direkte Quantisierung mit ein- und auslaufenden Feldern dasselbe Ergebnis 
wie die angewandte Methode gibt. G. Källen. 


Rzewuski, Jan: On the connection between fields and particles. Acta phys. 
Polon. 11, 203—214 (1953). 

Verf. betrachtet nichtlokale Verallgemeinerungen der klassischen Elektro- 
dynamik und untersucht in ihnen die Zusammenhänge zwischen Feldgleichungen 
und Bewegungsgleichungen der Ladungen. H. Lehmann. 


Hanus, W. and J. Rayski: Vacuum polarization in non-local eleetrodynamies. 
Acta phys. Polon. 12, 181—193 (1953). 

In der sogenannten nicht-lokalen Quantenelektrodynamik, d.h. in einer Theorie 
der Wechselwirkung von Photonen und Partikeln, wo die Divergenzschwierigkeiten 
mit Hilfe eines Formfaktors behandelt werden, rechnet der Verf. die erste Näherung 
der Vakuumpolarisation in einem äußeren Felde aus. Das Ergebnis ist nicht invariant 
bei allgemeinen: Eichtransformationen und enthält eine Selbstmasse des Photons. 
Diese ist aber endlich und läßt sich mit Hilfe von Kompensationsgliedern in den 
Bewegungsgleichungen auf Null renormieren. Trotzdem ist aber das Resultat 
nicht dasselbe wie in der lokalen Theorie, denn der induzierte Strom enthält im 
k-Raum einen Pol. Dieser läßt sich nur mit Hilfe einer Mischung von Feldern mit 
verschiedenen Spins kompensieren, wobei die Kompensationsbedingung im wesent- 
lichen eine der gewöhnlichen Regularisierungsbedingungen ist. @. Källen. 

Shalit, A. de- and M. Goldhaber: Mixed configurations in nuclei. Phys. Review, 
II. Ser. 92, 1211—1218 (1953). 

Es kommt vor, daß der 1. angeregte Zustand irgendeiner Konfiguration höher liegt als der 
Grundzustand einer anderen Konfiguration eines Nachbarkerns. Dann ist zu erwarten, daß der 


tatsächliche Grundzustand eines solchen Kerns nicht rein ist (d. h. aus Nukleonen einer Konfigu- 
ration aufgebaut), sondern eine Mischung zweier Konfigurationen darstellt (evtl. sogar mehrerer); 


z.B. sollte man den Grundzustand eines Kerns nicht mit (»3 a Pıja % 7%) 1-0, Sondern eher als 


; 4 6 
Mischung (» [a9 ») r=0+ (r; 2 fi % Mi) r- o@angeben. Nahe den „magienumbers“ werden solche 
Mischungen immer seltener bzw. immer ausgeprägter von einer überwiegenden Konfiguration 
gebildet. An einem einfachen Beispiel wird ausgerechnet, wie z.B. ein einzelnes Nukleon den 
Zustand eines anderen Paars beeinflußt und damit das Übergewicht einer Konfiguration in 
solcher Mischung herstellen kann. Von diesen Zustandsmischungen werden beeinflußt: Die 
ß-Matrixelemente, die Niveauabstände (besonders übersichtlich in gerade-gerade Kernen) und 
Bindungsernergien, Spins und magnetischen Momente. An vielen Beispielen wird, wenn auch 
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„ur qualitativ, dargetan, wie diese Effekte Unregelmäßigkeiten erklären können. Eine Methode 
„ar quantitativen Behandlung wird nicht angegeben. In Gebieten halb gefüllter Schalen scheint 
Has Kollektivmodell [A. Bohr und B. R. Mottelson, Danske Vid. Selsk., mat.-fys. Medd. 27, 
Nr. 16 (1953); D. L. Hill und J. A. Wheeler, Phys. Review, Il. S:r. 59, 1102 (1953); 
“{. W. Ford, Phys. Review, Il. Ser. 90, 29 (1953)] dieser sonst noch fehlenden Methode nahe- 
zukommen, nicht aber in der Nähe abgeschlossener Schalen. R. Hagedorn. 

Kurath, Dieter: Application of the jj-coupling model to moderately light nuclei. 
'Phys. Review, II. Ser. 91, 1430—1447 (1953). 

Für die 1 d,,, und 1 f,,, werden verschiedene Eigenschaften mit angenäherten Hartree-Fock- 
‚Wellenfunktionen unter der Annahme starker Spin-Bahnkopplung berechnet. Dabei werden 
stleichzeitig für die Zentralkraft verschiedene Formen des Potentials (Gauß, Yukawa, ö-Form) 
‚and verschiedene Mischungen der Austauschoperatoren betrachtet. Zunächst werden die Grund- 
»ustände bestimmt. Das Ergebnis ist bei identischen Nukleonen in einer Schale ziemlich ein- 
Jeutig: / = 0 bzw. I = 7/2sind die bevorzugten Zustände bei gerader bzw. ungerader Nukleonen- 
«zahl. Bei ungerade-ungerade-Kernen ist das Ergebnis nur teilweise in Übereinstimmung mit dem 
Experiment. Dann werden die Kernenergien berechnet und die Isobaren-Differenzen mit dem 
köxperiment verglichen. Gute Übereinstimmung bei passender Wahl der Reichweite des Kern- 
spotentials und den üblichen Ansätzen für die Mischung der Austauschoperatoren. (Die Über- 
-einstimmung läßt sich bei weicher Spin-Bahnkopplung nicht erzielen.) Die Energiedifferenzen 
fhängen einfach und wesentlich ab von den Unterschieden in den Symmetrieeigenschaften der 
"Wellenfunktionen. Die totalen Bindungsenergien enthalten einen großen Anteil vom Kernrumpf, 
‚den genau zu berechnen ziemlich aussichtslos ist, und einen kleinen Anteil von der betrachteten 
"Schale, dessen Schwankungen sich dem großen, glatt ansteigenden Teil überlagern und gut 
\herauskommen, wenn man ein Kernpotential annimmt, welches sehr nahe bei ö-artigem Verlauf 
‘liegt. Tut man das nicht, so kann man nur entweder die Isobaren-Differenzen oder die totalen 
'Bindungsenergien gut wiedergeben. — Die bisherigen Größen (Energien) waren relativ wenig 
‘von der Genauigkeit der Wellenfunktion abhängig. Das gilt nicht mehr für die ft-Werte für 
‚8-Zerfall und auch nicht für die magnetischen Momente. Das wird an einem Fall, in dem die 
„exakte und die approximative Wellenfunktion ausgerechnet sind, explizit gezeigt. Da die übrigen 

Ergebnisse mit genäherten Wellenfunktionen gewonnen sind, sollte man die großen Abweichungen 

‚der f t-Werte und magnetischen Momente von den experimentellen Werten nicht zu ernst nehmen. 
R. Hagedorn. 

Horie, Hisashi: Spin-spin and spin-other-orbit interactions. Progress theor. 


Phys. 10, 296—308 (1953). 
Die Spinwechselwirkung zweier Elektronen und die Wechselwirkung des Spinimpulses des 
einen mit dem Bahndrehimpuls des anderen werden mit Hilfe von Racahschen Tensoroperatoren 
ausgedrückt, wodurch sich Vereinfachungen bei der expliziten Berechnung der Matrixelemente 
ergeben. Für die erstere der Wechselwirkungen erhält man die theoretisch bemerkenswerte Aus- 
sage, daß die Matrixelemente der Streumatrix nur dann nicht verschwinden, wenn beide Elek- 
tronen dieselbe Racah-Quantenzahl besitzen, und im übrigen durch S und L bestimmt sind 
(das gleiche Ergebnis unabhängig bei F. R. Innes, dies. Zbl. 50, 445). Etwas kompliziertere 
Ergebnisse gelten für die andere Wechselwirkung, hier erweist sich eine Aufspaltung in 
drei Terme zweckmäßig, die im einzelnen übersichtlich diskutiert werden können, insbesondere 


in ihrem Paritätsverhalten beim Übergang !"— pei+n-n Abschließend finden sich befriedi- 
gende qualitative Vergleiche mit dem Experiment. F._L. Bauer. 

Ogawa, Syüzö and Toshio Marumori: On the nuclear saturation. Progress 
theor. Phys. 10, 265—274 (1953). 

Die Verff. wenden die Tamm-Dancoff-Methode auf ein System vieler gebundener 
Teilchen an, um über die Sättigung im Kern Aussagen machen zu können. Die 
Ergebnisse weichen von den Resultaten der üblichen Behandlung des Mehrkörper- 
problems (Addition von 2 Teilchen-Potentialen) stark ab und lassen neue Möglich- 
keiten zur Erreichung der Sättigung offen. Als maßgebend für die Sättigung er- 
weisen sich nämlich gerade die Änderungen, die der Kern während des Mesonen- 
tausches erleidet. Eine solche Sättigung hängt aber nicht vom Typ der Wechsel- 
wirkung Meson-Nukleon ab. Damit wären die Schlüsse, die Gerjuoy über das 
Serberpotential und ähnliche Potentiale zieht [Phys. Review, II. Ser. 77, 568 (1950)] 
nicht mehr als unbedingt zwingend anzusehen. F. Cap. 

Schlögl, F.: Die lokalen Symmetriekräfte im Kern und ihre Ableitung aus der 


Zwei-Nukleonenkraft. Z. Phys. 136, 441—456 (1953). 


Gewisse Resonanzen bei y-Kernprozessen führten zu der Annahme einer Dipolschwingung 
des Er ar Verschiebung der Neutronen-,,‚Flüssigkeit“‘ gegen die Protonen-,,Flüssigkeit 
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[M.Goldhaber und G. Teller, Phys. Review, 1I. Ser. 74, 1046 (1948)]. Die Rückstellkraft fü 
diese Schwingung konnte in einem hydrodynamischen Modell mit dem Gang der Bindungsener 
vien isobarer Kerne verbunden werden (H. Steinwedel und J.H.D. Jensen, dies. Zbl. 39, 236). 
In der vorliegenden Arbeit wird diese Kraft — bzw. die Energiedichte, aus der sie ableitbar ist 
auf die 2-Nukleonenkraft zurückgeführt. Dabei wird ein Fermigas-Kernmodell benutzt, in dem 
die freie Beweglichkeit der Nukleonen durch die Wechselwirkung beeinträchtigt ist: Der Kern w 
in Teilvolumina aufgeteilt, innerhalb deren die Nukleonen frei sind, die sie jedoch nicht verlassen 
können. Auf zwei Weisen entsteht bei einer Änderung von Neutronen- und Protonendichte (be 
konstanter Gesamtdichte) eine den Gleichgewichtszustand auszeichnende Energiedichte: 1. Die 
Dichten der kinetischen Energien gehen mit 0°°® und ihre Summe wird größer bei Abweichung vom 
Gleichgewichtszustand. Dies liefert etwa 10% der Rückstellkraft. 2. Ist W ;, der Operator der 
Wechselwirkung zwischen Teilchen i und k, so hängt der Erwartungswert dieses Operators von 
den Dichten ab, da ja die Wellenfunktion des Teilvolumens von ihnen abhängt. Setzt man Wi 
als Summe aus Wigner-, Bartlett-, Majorana-, Heisenberg-Kräften an, so ist es naheliegend, 
nicht nur die Dichteschwankungen der Ladung, sondern auch des Spins zu betrachten, d.h. bei 
Einführung des Isotopen-Spinformalismus die Dichteschwankungen von 4 Teilchenzuständen zu 
betrachten. — Ergebnis: 1. Die von Jensen und Steinwedel (l. e.) halbempirisch bestimmte 
Rückstellkraft ergibt sich ziemlich unabhängig von der Art des gewählten Ansatzes für W;;. 
2. Es treten zwei weitere Rückstellkräfte gleicher Größenordnung auf, die den Ausgleich von 
Spin und magnetischem Moment anstreben. Trotzdem bleiben die Resonanzfrequenzen im 
wesentlichen ungeändert, weil die Schwankungen der Magnetisierung wegen der viel kleineren 
Wirkungsquerschnitte für magnetische Wechselwirkung kaum angeregt werden. 3. Explizite 
Rechnungen der Arbeit beziehen sich auf einen Kern mit N—=Z. Das Ergebnis für Kerne mit 
dem empirischen Neutronenüberschuß wird mitgeteilt. Es zeigt sich, daß die Rückstellkraft 
fast unverändert bleibt, und das bedeutet, daß sie in Übereinstimmung mit Jensen und 
Steinwedel (l.c.) von der Massenzahl praktisch unabhängig ist. R. Hagedorn. 


Wentzel, G.: Three-nucleon interactions in Yukawa theory. Phys. Review, 
II. Ser. 89, 684—688 (1953). 

Es wird der Einfluß von Dreikörperkräften auf das Tritonproblem auf der Basis 
der Bethe-Salpeter-Gleichung für skalare Mesonen betrachtet. In der Leiter- 
näherung treten Dreikörperkräfte natürlich erst auf, wenn man Retardierungs- 
effekte berücksichtigt. Verf. zeigt, daß diese Kräfte klein von 2. Ordnung (in einer 
Retardierungsentwicklung) sind und von der gleichen Größenordnung wie Beiträge 
von höheren irreduziblen Graphen. H. Lehmann. 

Sato, Iwao: Nuclear forces in pseudoscalar meson theory. Progress theor. 
Phys. 10, 323—358 (1953). 

Der Verf. geht von der bekannten Tatsache aus, daß die sich aus den Experi- 
menten ergebende Singulett-Reichweite (gerade Zustände) größer als die x-Mesonen- 
masse ist [E. E. Salpeter, Phys. Review, II. Ser. 82, 60 (1951), M.C. Yovits, 
R.L. Smith, M.H. Hull, J. Bengston, G. Breit, Phys. Review, II. Ser. 85, 
540 (1952), L. Hulthen, S. Skavlem, Phys. Review, II. Ser. 87,297 (1952)] und 
daß die n-p Streuung hoher Energie nur unter der Annahme verstanden werden 
kann, daß die Kräfte in ungeraden Zuständen sehr schwach sind [Phys. Review. 
II. Ser. 7%, 441 (1950)]. Beide Tatsachen können durch die Potentiale zweiter 
Ordnung der PS-PS und PS-PV nicht verstanden werden. Um zu untersuchen, 
ob sich diese Situation durch die höheren Näherungen ändert, berechnet Verf. diese 
Näherungen bis zur vierten Ordnung in der Kopplungskonstanten und berück- 
sichtigt den Nukleonenrückstoß auch in den Zwischenzuständen. Die adiabatischen 
Potentiale von Taketani, L&vy und Klein werden als Grenzfälle reproduziert. 
Die Kräfte höherer Ordnung erweisen sich in ungeraden Zuständen nicht als 


schwach. F. Cap. 
Werle, J.: An application of a new approximation method to quantum caleu- 
lations in the meson theory of nuclear forces. Bull. Acad. Polon. Sei., Cl. IIL1, 173 
176 (1953). | 
Die durch ein pseudoskalares Mesonfeld vermittelte Wechselwirkung zweieı 
Nukleonen wird mit einer in einer früheren Note behandelten Näherungsmethode 
berechnet [Bull. Acad. Polon. Sei., C1. III 1, 23—26 (1953)]. Verf. findet das Ergebnis 
der üblichen Störungstheorie 2. Ordnung. @. Höhler. 
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MeConnell, James: Pure pseudoscalar theory of meson production. Proc. Roy. 
Irish Acad., Seet. A 55, 169-182 (1953). g 
Im Rahmen der PS-PS-Mesonentheorie berechnet der Verf. vermittels der 
Weizsäcker-Williams-Methode das Mesonenspektrum eines rasch bewegten Nukle- 
ons. Vermittels der Strahlungsdämpfungstheorie von Heitler (dies. Zbl. 28, 281, 
282) wird ferner der Wirkungsquerschnitt für die Mesonerzeugung durch Zusammen- 
stoß von zwei 3BeV Nukleonen berechnet. Durch Kombination verschiedener 
Werte der Kopplungskonstanten g und des kleinsten Wertes des Stoßparameters 
gelingt es, die experimentellen Werte darzustellen. Wird für den kleinsten Wert des 
Stoßparameters die Compton-Wellenlänge des Protons genommen, so folgt g’—4 he 
aus den experimentellen Ergebnissen. F. Cap. 

MeConnell, James: Applicability of the Weizsäcker-Williams method to meson 
fields. Proc. Roy. Irish Acad., Sect. A 55, 183—194 (1953). 

In letzter Zeit haben wieder verschiedene Autoren die eigentlich für das elektro- 
magnetische Feld schneller Elektronen erdachte Weizsäcker-Williams-Methode auf 
das Mesonfeld angewendet. Verf. untersucht, ob eine solche Verwendung zulässig 
ist, und kommt durch Vergleich mit den von Morette (dies. Zbl. 35, 137) für PS-PS- 
Mesonen berechneten Erzeugungsquerschnitten zu dem Schluß, daß für hohe Energien 
(>12 BeV) für die ladungssymmetrische Theorie der Wirkungsquerschnitt nach 
der Weizsäcker-Williams-Methode wie (log E)?/E absinkt, während Morette log E/E 
erhält. Der Vergleich mit Ergebnissen einer Vorarbeit des Verf. (vorstehend. 
Referat) ergibt the. F. Cap. 

Rudik, A.: Das Einfangen eines a--Mesons durch ein Deuteron. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 92, 739— 742 (1953) [Russisch]. 

Um die Kopplung zwischen negativen Myonen und dem Nukleon zu erforschen, 
betrachtet Verf. unter Verwendung aller theoretisch möglichen Kopplungen den 
Einfang dieser Teilchen in Wasserstoff und Deuterium. Es zeigt sich, daß die Ein- 
fangswirkungsquerschnitte in der Tat von der Art der angenommenen Kopplung 
wesentlich abhängen. Eine genaue Entscheidung zwischen den Gruppen A, T, PS- 
Kopplung bzw. S und V wäre allerdings nur bei Vorliegen genauer Messungen des 
Energiespektrums der beim Einfang entstehenden Neutronen möglich. F. Cap. 

Matsuyama, Sadahiko and Hironari Miyazawa: Meson-deuteron reaction and 
nucleon isobars. Progress theor. Phys. 9, 492—500 (1953). 

Unter der Annahme von Nukleon-Isobaren untersuchen die Verff. die Streuung 
von ı-Mesonen durch Deuteronen und die Zerlegung des Deuterons durch Pionen. 
Für das letztgenannte Problem ergibt sich eine befriedigende Übereinstimmung mit 
experimentellen Daten. Die von den Verff. verwendeten Kernkraftansätze stammen 
von Pauli und Kusaka [Phys. Review, II. Ser. 63, 400 (1943)]. F. Cap. 

Franeis, Norman (. and Kenneth M. Watson: The interaction of zz mesons with 
atomie nuclei. Amer. J. Phys. 21, 659—672 (1953). 

Machida, Sigeru: On the D state probability of deuteron. Progress theor. 
Phys. 9, 683—684 (1953). 

Martin, Charles N.: Calcul de l’energie seuil d’une reaction nucl6aire et pre- 
visions &nergötiques theoriques des r6actions (ny, x). ©. r. Acad. Sei., Paris 237, 
1671—1673 (1953). 

Mertens, Robert: Sur la resolution en mn“ approximation des problömes de 
diffusion multiple. C.r. Acad. Sci., Paris 237, 1644—1645 (1953). 

Sasakawa, Tatuya and Taturo Sawada: An interpretation of asymmetrie 
fission. Progress theor. Phys. 10, 585-587 (1953). r 

Jost, Res and Walter Kohn: On the relation between phase shift energy levels 
and the potential. Danske Vid. Selsk., mat.-fys. Medd. 27, n. 9, 19 p. (1953). 

In der von E. Guth und Th. Sexl entwickelten Theorie der Streuung von 
geladenen und ungeladenen Teilchen an Atomkernen werden die Wirkungsquer- 
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schnitte auf Phasenänderungen zurückgeführt, deren experimentelle Bestimmung 
in vielen Fällen gelingt. Das Problem ist nun, aus diesen experimentellen Phasen- 
änderungen rückwärts die Potentiale zu bestimmen, die eine Streuung mit eben 
solchen Phasenänderungen hervorrufen. In vorliegender Arbeit gelingt es, eine ex- 
plizite Formel für die Gesamtheit der Potentiale anzugeben, welche zu denselben 
Phasenänderungen und denselben Bindungsenergien gehören. Besonders wichtig 
ist die Bemerkung, daß ein eindeutiger Zusammenhang zwischen den Nullstellen 
der S-Matrix und den gebundenen Zuständen nicht existiert, was an einem Beispiel 
' erhärtet wird. Th. Sexl. 
Laurikainen, K. V. and E. K. Euranto: Approximate eigensolutions of 
d2 Dldx? — [k? +1(l + 1) —ber/a]P = 0 

for s-, p-, and d-states. Ann. Univ. Turku., Ser. A. 9, Nr. 3, 35 p. (1953). 

Lösung der radialen Schrödingergleichung des Zwei-Nukleonen-Problems mit 
reiner Zentralkraft mit Hilfe der Ritzschen Methode, explizite Angabe der Eigen- 
funktionen, Diskussion einer successiven Approximationsmethode, Berechnung der 
Koeffizienten für die Fälle = 0,1, 2, Zusammenstellung der numerischen Re- 
sultate und der Eigenwerte (= Kopplungskonstante, während die Deuteronbindungs- 
energie vorgegeben wird). Das Verfahren dürfte sich für Tensorkräfte ausbauen 
lassen. F. Cap. 

Ramakrishnan, Alladi and P. M. Mathews: Numerical work on the fluctuation 
problem of electron cascades. Progress theor. Phys. 9, 679—681 (1953). 

Gvozdover, $S. D. und N. M. Pomerancev: Über die Form der Signale bei ma- 
gnetischer Resonanz im Falle nieht miteinander in Wechselwirkung stehender 
Teilchen mit Spin. Vestnik Moskovsk. Univ. 8, Nr. 6 (Ser. fiz.-mat. estestv. Nauk 
Nr. 4), 85—94 (1953) [Russisch]. 

Gvozdover, S.D. und N. M. Pomerancev: Über die Form von Signalen der 
magnetischen Resonanz der Atomkerne. Vestnik Moskovsk. Univ. 8, Nr.9 (Ser. 
fiz.-mat. estestv. Nauk Nr. 6), 79—91 (1953) [Russisch]. 


Bau der Materie: 


o Michel, Pierre: La speetroscopie d’@mission et ses applieations. (Colleetion 
Armand Colin: Section de physique, No. 280.) Paris: Armand Colin 1953. 224 p. 
260 fr. 

Das vorliegende Oktavbändchen gibt in knapper, klarer Darstellung einen Über- 
blick über das gesamte Gebiet der Emissionsspektroskopie. Nach einem kurzen, 
aber umfassenden Abriß der physikalischen Grundlagen werden die Methoden zur 
Erzeugung der Spektren (Lichtquellen, Spektroskope), die Mittel zu ihrem Studium 
(photographische Platte, Photozelle, Mikrodensitometer), die Technik der qualita- 
tiven Analyse wie die photographische quantitative Analyse behandelt: das Schluß- 


kapitel gibt einen Einblick in die modernen Industriegeräte zur direkten quanti- 


tativen Ablesung. Walter Franz. 


e Kappler, E. (herausgegeben von): Naturforschung und Medizin in Deutsch- 
land 1939—1946. Für Deutschland bestimmte Ausgabe der FIAT Review of German 
Science Bd. 10: Physik der Flüssigkeiten und Gase. Weinheim Bergstraße: Verlag 
Chemie GmbH. 1953. 350 8. 4 Abb. DM 20.—. E 
„> Inhalt: H.A. Stuart, E. Fischer, H.Mayer, R. Haase, L. Waldmann, G. Schu- 
)ei t, #.Kappler, L. Bergmann, J. Jaumann, 0, Buhl, B.Duhm, E. Asmus: Physik 
En an En Hausen, L. Waldmann, L. Bergmann, O. Buhl, W. Fin kelnburg: 
Physik der Gase. E.K: »r: Schwankungserschein F Mülleı Irbring: 
Kelleid- Pia .Kappler: Schw ankungserscheinungen. F.H.Müller, H., Erbring: 


Slater, N. B.: Gaseous unimoleeular reactions: Theory of the effects of pressure 
N N vibrational degeneracy. Philos. Trans. Roy. Soc. London, Ser. A 246, 57— 80: 
II). 
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Die Slatersche Theorie der monomolekularen Reaktion ist als etwas un- 
erwartete Anwendung der Theorie der fastperiodischen Funktionen auf die Chemie 
interessant. Es wird angenommen, daß ein Molekül als System von gekoppelten 
harmonischen Oszillatoren aufgefaßt werden kann und daß es zerfällt, sobald eine 
„Kritische“ Koordinate q (die ein Abstand zwischen zwei benachbarten Atomen 
oder ein Valenzwinkel sein kann) einen kritischen Wert q, überschreitet. Das 
führt auf die Frage nach dem mittleren Abstand zwischen den Nullstellen der 
Funktion f(t) = Fa, cos (v;t + %,) — %; (%;, y, inkommensurabel). Die vorliegende 
Arbeit gibt Anwendungen der Theorie von vorwiegend chemischem Interesse und 
enthält ein ausführliches Literaturverzeichnis. H. Koppe. 

Takayanagi, Kazuo and Tadashi Kishimoto: On the inelastie collision between 
molecules. III. Rotational transitions in H,-gas. Progress theor. Phys. 9, 578—592 
(1953). 

MeLellan, A. D.: The stress tensor, surface tension and viscosity. Proc. Roy, 
Soe. London, Ser. A 217, 92—96 (1953). 

Nach der kinetischen Theorie der Flüssigkeiten von Born und Green setzt 
sich der Spannungstensor additiv aus zwei Anteilen zusammen: T=T,+ 1: 
welche vom Impulstransport (7,) und den zwischenmolekularen Kräften (T,) her- 
rühren. 7, kann mittels der Verteilungsfunktion für Molekülpaare dargestellt 
werden. Vorliegende Arbeit bringt eine Umformung dieser Darstellung und insbeson- 
dere die Anwendung auf eine Grenzfläche. So erhält der Verf. eine allgemeine Formel 
für die Oberflächenspannung. L. Waldmann. 

Pitts, E.: An extension of the theory of the conductivity and viscosity of eleetro- 
Iyte solutions. Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 217, 43—70 (1953). 

Gronwall, La Mer und Sandved haben den Einfluß der höheren Glieder der 
Debye-Hückelschen Theorie der Lösungen starker Elektrolyte untersucht. Die von 
ihnen durchgeführten Rechnungen für Aktivitätskoeffizienten und osmotische 
Koeffizienten wurden unter Berücksichtigung der endlichen JTonendurchmesser durch- 
seführt. Verf. dehnt nun diese Theorie auch auf die Leitfähigkeit und die Viskosität 
elektrolytischer Lösungen aus. Mit Hilfe einer Störungsreehnung werden Relaxations- 
kraft und elektrophoretische Kraft ermittelt. Die Leitfähigkeitsformel wird bis zur 
zweiten Näherung berechnet. Vergleiche mit Experimenten an wäßrigen Lösungen 
von LiCl, NaCl, KCl, KJ und KBr zeigen, daß die Theorie bis 0,1 Mol/Liter mit dem 
Experiment übereinstimmt. Die Konvergenz des Verfahrens ist auch nur für kleine 
Konzentrationen gesichert. Die ebenfalls bis zur zweiten Näherung ermittelte Vis- 
kositätsformel liefert, wie ein Vergleich mit dem Experiment zeigt, keine Verbes- 
serung der Theorie von H. Falkenhagen. H. Falkenhagen-@. Kelbg. 

Bartels, Hans: Der Einfluß erzwungener Übergänge und starker kontinuierli- 
cher Emission auf die Linienkontur bei inhomogener Sehieht. Z. Phys. 136, 411—440 

1953). 
ie selbstumgekehrten Linien der Strahlung von Höchstdruckbögen läßt sich aus den 
„Kuppenstrahldichten‘“ d.h. den beiden Intensitätsmaxima der Linienkontur, die Temperatur 
des Bogens berechnen, und zwar sowohl die maximale Temperatur in der Bogenachse als auch die 
radiale Temperaturverteilung. Die Linien dürfen nicht zu den Resonanzlinien gehören. In der 
einfachen Theorie wird nur die spontane Emission behandelt. Bei besonders hohen Temperaturen 
(Stoßentladungen) darf man die dureh Strahlung erzwungene Emission und den kontinuierlichen 


Untergrund nicht vernachlässigen. Erstere wird dadurch berücksichtigt, daß man in dem für 
die einfache Theorie geltenden Gleichungssysteme den Absorptionskoeffizienten x durch den 
„scheinbaren Absorptionskoeffizienten“ #= *' (1 — e*”!®?) ersetzt. Bei Berücksichtigung des 
kontinuierlichen Untergrundes bleibt das Gleichungssystem ungeändert. Allerdings ist die Be- 
rechnung nur dann durchführbar, wenn die Linienkuppen das Kontinuum tatsächlich überhöhen, 
was nicht immer der Fall ist, wie die in der Arbeit: gegebene Theorie der Linienkontur bei kon- 
tinuierlichem Untergrund zeigt. Die verfeinerte Theorie wird auf Stoßentladungen in der Hg- 
Höchstdrucklampe HBO 200 angewendet, wo die Kuppenstrahldichte achtmal größer ist als bei 
stationärem Betrieb. Die einfache Theorie ergibt einen Fehler von 16% in der Bestimmung der 
Maximaltemperatur gegenüber einem Febler von 1% bei stationärem Betrieb. E. Palm. 
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Kihara, Tako: The mathematical theory of electrical discharges in gases. B. 
Veloeity-distribution of positive ions in a statie field. Reviews modern Phys. 25, 
844—852 (1953). j : 

In el einer vorausgegangenen Untersuchung des gleichen Titels [Reviews modern 
Phys. 24, 45—61 (1952)] beschäftigt sich die vorliegende Arbeit mit der Geschwindigkeitsver- 
teilung der positiven Ionen in einem Gas und hier wieder besonders mit der Bestimmung der 
Beweglichkeit in einem elektrischen homogenen Feld beim Fehlen magnetischer Einflüsse. All- 
gemein wird vorausgesetzt, daß die Teilchendichte der Ionen stets klein ist gegenüber der Teil- 
chendichte der Neutralteilchen. Ausgehend von den wohlbekannten Boltzmannschen Ansätzen, 
bemüht sich Verf. hauptsächlich um eine Umformung des Stoßtermes in eine solche Form, daß 
eine günstige Basis für die Auswertung der Fundamentalgleichung geschaffen wird. Die Unter- 
suchung behandelt zunächst zwei geeignete Spezialfälle (Masse der Ionen groß gegenüber der 
Masse der Gasatome bzw. Maxwellsche Wechselwirkung), wonach dann im Hauptteil ein Nähe- 
rungsverfahren für die allgemeine Lösung entwickelt wird. Die Abhängigkeit der Beweglichkeit 
von der Feldstärke wird diskutiert. s ’ @. Ecker. 

Price, P. J.: The macroseopie theory of superfluid He?-He! mixtures. Phys. 
Review, II. Ser. 89, 1209—1215 (1953). 

Auch erhebliche Beimischungen von ®He zu ”He ändern nichts Wesentliches an 
den Eigenschaften der Flüssigkeit: es sind nach wie vor 4-Punkt, Suprafluidität 
und Schallwellen 2. Art zu beobachten. An Hand dieser Erfahrungen wird das be- 
kannte phänomenologische Zweiflüssigkeitsmodell für das Isotopengemisch geeignet 
erweitert. Als neue Erscheinung ergibt sich dabei eine starke Kopplung zwischen 
den Schwankungen des Druckes und der Entropiedichte. Diffusionseffekte werden 

‘ kurz diskutiert. L. Waldmann. 

e Lipson, H. and W. Cochran: The determination of erystal structures. (The 
Crystaline State. Vol. 3.) London: G. Bell and Sons, Ltd. 1953. 50 s. net. 

e Vand, V.and R. Pepinsky: The statistical approach to X-ray structure analy- 
sis. Pennsylvania: Pennsylvania State University 1953. XVI, 98 p. 18 Fig. $ 1,50. 

Das Hauptziel der kristallographischen Strukturanalyse ist die Bestimmung der Phase 
jedes Reflexes (h k I) (sog. Phasenproblem). Das Buch enthält 11 Kapitel, welche diesem Problem 
gewidmet sind. In Kap.1 wird gezeigt, daß die Wahrscheinlichkeitsverteilung für zwischen- 
atomare Vektorennach Hauptman-Karle wenig mehr Informationen als eine Pattersonfunktion 
gibt. Kap. 2, 4 und 6 beweisen, daß die Methode von Hauptman-Karle, um aus Intensitäten 
allein die Vorzeichen von Reflexen zu erhalten, in einem Gleichsetzen von Kristallstruktur und 
modifizierter Pattersonfunktion (oder deren Ableitungen) besteht. In Kap. 3 und 8 wird gezeigt, 
wie die Verteilung von U, und U,, mittels einer halbempirischen Methode gefunden werden kann, 
wenn in der Zelle N gleiche Atome willkürlich verteilt sind. Die übrigen Kapitel sind den Be- 
ziehungen zwischen der statistischen Methode und der Pattersonfunktion gewidmet (Berechnung 
der Wahrscheinlichkeit, daß das Vorzeichen eines F-Wertes positiv oder gleich dem Produkt der 
Vorzeichen zweier verwandter Strukturfaktoren ist). W. Ngwacki. 

Hosemann, R. and S. N. Bagehi: Caleulation of eleetron-density distribution 
in erystals with the help of eonvolution operations. Nature 171, 785—787 (1953). 

Es wird gezeigt, daß die Benutzung von Faltungsoperatoren bei der Fourier- 
synthese von Elektronendichten in Kristallen eine Reihe von Vorteilen gegenüber 
der direkten Aufsummierung der dreidimensionalen Fourierreihen bringt. Die 
Elektronendichte ergibt sich als Faltung einer Gitter-6-Funktion mit der Fourier- 
transformierten einer Funktion f’(b), welche durch Interpolation aus den gemessenen 
(und in ihrer Phase als bekannt angenommenen) Strukturamplituden f(b,) hervorgeht. 
Diese Darstellung erlaubt es, in günstigen Fällen die experimentell nicht zu ermit- 
telnden Strukturamplituden innerhalb der Kugel |b,| < 2/A im reziproken Gitter 
(A = Wellenlänge der verwendeten Röntgenstrahlen) durch Extrapolation zu be- 
rücksichtigen und damit den durch den Abbrucheffekt bedingten Fehler in der Be- 
stimmung der Elektronendichte zu vermindern. Als Beispiel wird die Anwendung der 
Methode auf Na—Cl durchgeführt. A. Seeger. 


Waser, Jürg and Verner Schomaker: The Fourier inversion of diffraction data. 
Reviews modern Phys. 25, 671-690 (1953). 


. Die Bedeutung einer systematischen Benutzung von Faltungs- und F ourierintegralen für 
eine direkte und rationelle Strukturanalyse wird unter Hinweis auf zahlreiche Anwendungs- 
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- beispiele klargemacht. Beispielsweise errechnen sich die Gasinterferenzen für ei 
£ t. B "ein Haufwerk v 
gleichgebauten unorientierten Molekeln nach Debye (1915) zu RT 
o Im= 2 Ih en 
= i n m EN Urn 
Dabei ist fa (6) die Atomformamplitude des Atoms n, r„„ der Abstand seines Schwerpunktes 
von demjenigen des Atoms m, b der reziproke Ortsvektor im dreidimensionalen Fourierraum, 
u sein Betrag und die Summation über alle Atome des Moleküls zu erstrecken. Für in 5 (in ®) 
kugelsymmetrische Ortsfunktionen @ (bzw. g) gilt der Zusammenhang 


ran -CW)=- (li WAHL: TA) =-ıN=- WinNT UN, BD u=llr=|el, 
wobei die dreidimensionale (eindimensionale) Fouriertransf ti di 
rer 5:1) definiert ieh durch ) ansformation %; (%,) und ihre Inverse 


3 dl = WU. 


2 Er +00 , +0 +00 
(4) = Js} rt dv; = J erriurgr, St = [SI a a f e* niur du. 
> — —o0o — 00 


Dabei sind dv,, dv, Volumelemente im x- und b-Raum, und die r-, u-Integration ist auch über 
negative Argumente zu erstrecken, was für in r, & gerade oder ungerade Funktionen g(r), @(w) 
keine Schwierigkeiten bereitet, da diese eindeutig auch für negatives r, u definiert sind. Ist 0, 
die kugelsymmetrische Elektronendichteverteilung des Atoms m, so definieren Verff. noch eine 
Funktion t,(r): 


(8) ds (Om) = mW); Bıltm) = Im (u). 
Beachtet man die Relation F,(2riu) = d/dr, so folgt aus 2. und 4. 

1 di, n 
(6) on) = = 2 | Fomte) ir. 
Beachtet man ferner das (eindimensionale) Faltungstheorem 

+0 
(7) Fr (lm * 85) = fulas T an = int, = I) t„(®) in (u — v) dv 
sowie Br 
(8) (1/i) F7' (usin 2rurun/2 RU rn) = (1/7 ran) (Pr — Imn) — Plr + Fan): 
wobei P(r — r„„) eine normierte Punktfunktion ist am Orte r = r„„ und 
1 . 

(9) Dir)= © E -— [Pfr tan) + Pr + rmn)] 


ee 
m n mn 
die radiale mittlere Abstandsverteilung der Atome im Molekül ist (wieder läuft r formell von 
- co bis + ©), so folgt aus (1) bis (9) 


_1/J (u)\ —— res J 3 yh 
(10) ds (7) == o(r); ro(r) = ey 9 ’ (Fr) = 2 2 Tan nn Don) 3 ml <E Tmn)): 


Diese Funktion, aus J durch eine einfache eindimensionale Fourierinverstransformation ge- 
wonnen, liefert durch die Lage der Maxima der T „n-funktion also die Abstandsverteilung (9) 
und aus der Gestalt der T,„„ das Faltungsprodukt der t,, aus denen sich mittels (6) die 0, 
berechnen lassen. Die Verff. diskutierten weiterhin den Abbrucheffekt (termination effect), 
hervorgerufen dadurch, daß J nur im Bereich |b| s 2/A (A Röntgenwellenlänge) meßbar ist. 
Multipliziert man J aber mit einer geeignet gewählten „modification-funetion“ M (u), für die 
viele Beispiele gegeben werden, so folgt aus (7) und (10) 
U) (MuJIN)=ro)sm(n; m()=% (M). 

Durch m (r) wird alsor o (r) indiesem Faltungsintegral verschmiert, die Effekte des Abbrucheffektes 
eliminiert. — Da der Kern m dieser Integralgleichung bekannt ist, besteht gegebenfalls die Aus- 
sicht, zwingende Aussagen über o(r) zu gewinnen. Der Temperaturfaktor wirkt in gleicher Weise 
wie M(w). Die Nützlichkeit all dieser Integralgleichungen für die praktische Strukturanalyse 
von Röntgen-, Elektronen- und Neutronen-Interferenzen wird eingehend diskutiert und dabei 
auch über Mischungen verschiedener Molekülsorten und über Kristallstrukturen gesprochen. 
Bei letzteren kommen dreidimensionale Faltungsprodukte ins Spiel. R. Hosemann. 

Fröhlich, H. and R. L. Platzman: Energy loss of moving electrons to dipolar 
relaxation. Phys. Review, II. Ser. 92, 1152—1154 (1953). 

Verff. berechnen den Energieverlust eines Elektrons geringer Geschwindigkeit 
(einige eV), das sich durch ein Medium bewegt, dessen Moleküle ein permanentes 
elektrisches Dipolmoment haben. Die klassisch durchgeführte Rechnung benutzt 
die aus der Theorie der dielektrischen Verluste bekannte komplexe, frequenzab- 
hängige Dielektrizitätskonstante. Der hier behandelte Effekt bremst ein Elektron 
etwa ebenso stark wie die Wechselwirkung mit den Gitterschwingungen eines Kri- 
stalls. @. Höhler. 
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Kanazawa, Hideo: On the interaction of eleetrons with lattice vibrations. 
s theor. Phys. 10, 275—278 (1953). 
ee a hin. daß die von Fröhlich bei der Renormierung der Schall- 
geschwindigkeit in Metallen (dies. Zbl. 47, 455) angewandte unitäre Transformation 
eine naheliegende Werallgemeinerung derjenigen Transformation Ist, die Lee, Low 
und Pines (viertfolgend. Referat) bei der Berechnung des Grundzustandes des 
Systems „Elektron im polaren Kristall“ benutzte. ‚6. Höhler. 
. Kanazawa, Hideo: On the radiative interaction of phonon field with eleetrons. 
Progress theor. Phys. 10, 471—472 (1953). j 

Bohm, David and David Pines: A eolleetive deseription of eleetron interactions. 
II. Coulomb interaetions in a degenerate eleetron gas. Phys. Review, II. Ser. 92, 
609—625 (1953). 

Während Verff. in II (dies. Zb]. 47, 237) ein klassisches Gas mit Coulomb- 
Wechselwirkung untersucht hatten, behandeln sie nun das Problem quanten- 
mechanisch. Nach einer Reihe von kanonischen Transformationen erhalten sie 
einen Hamiltonoperator, der kollektive Oszillationen (Plasmaschwingungen) 
und ein in guter Näherung davon unabhängiges System von Teilchen beschreibt, 
die sich mit einer abgeschirmten Coulomb-Kraft abstoßen. Hinzu kommen 
Nebenbedingungen, die nur den zweiten Anteil betreffen und die Zahl seiner 
Freiheitsgrade dadurch vermindern, daß langreichweitige Dichteschwankungen 
unterbunden werden. Die Eigenschaften des Systems werden eingehend disku- 
tiert und zu den früher (in II) entwickelten klassischen Methoden sowie zu der 
eindımensionalen Bebandlung durch Tomonaga [Progress theor. Phys. 5, 544 
(1950)] in Beziehung gesetzt. @. Höhler. 

Pines, David: A colleetive deseription of eleetron interaetions. IV. Eleetron 
interaction in metals. Phys. Review, II. Ser. 92, 626—636 (1953). 

(Teil III, s. vorstehend. Referat.) Teil IV bringt die Anwendung der Theorie 
auf Metalle, u.a. eine Diskussion darüber, wann das übliche Modell mit unab- 
hängigen Teilchen eine brauchbare Näherung darstellt. Behandelt werden: 
Korrelationsenergie, Austauschenergie. Ferromagnetismus des Gases freier Elek- 
tronen, Bremsung schneller geladener Teilchen. [Weitere Reehnungen: E. Abra- 
hams, Phys. Review, II. Ser. 95, 839 (1954) .] @. Höhler. 

Lee, T. D., F. E. Low and D. Pines: The motion of slow eleetrons in a polar 
erystal. Phys. Review, II. Ser. 90, 297—302 (1953). 

Verff. gehen von dem Hamiltonoperator von Fröhlich, Pelzer und Zienau (dies. Zbl. 


40, 429) aus, geben einen Operator, ‚Gesamtimpuls“ an, der mit ihm vertauschbar ist, und errei- 
chen dann durch eine unitäre Transformation, daß der neue Hamiltonoperator in Anwendung 


—> 
auf Eigenzustände des Gesamtimpulses P die zum Elektron gehörigen Operatoren nicht mehr 
enthält. Die Bestimmung des tiefsten Eigenwertes der Energie bei gegebenem Eigenwert von 


.e 
P erfolgt mit einer Variationsmethode, dieeng mit Tomonagas „intermediate coupling method“ 
verwandt ist [Progress. theor. Phys. 2, 6-24 (1947)]. Es wird eine Entwicklung nach Zuständen 
mit 0,1,...,n. Quanten vorgenommen und der Zustand mit n Quanten proportional f(k,) Ik) **- 
+ f(k,) angesetzt. kist der Betrag des Ausbreitungsvektors, f(k) eine zu bestimmende Funktion. 
Das Ergebnis lautet: E(P) = — ah o-+ P?/2m* + --- (« = Kopplungskonstante, & = longi- 
tudinale Reststrahlenfrequenz, m* — 1,9 Elektronenmassen für NaÜl). Gurari (dies. Zbl. 50, 238) 
erhielt mit einer ähnlichen Methode genau dasselbe Ergebnis, hingegen ist der Ansatz von Pekar 
(Zurn. eksper. teor. Fiz. 19, 796 (1949)] für ı <8 eine schlechtere Näherung, weil er zu einer 
höheren Energie führt. [Siehe auch: Ref., Z. Naturforsch. 9 a, S01—802 (1954). G@. Höhler. 
Lee, Tsung-Dao and David Pines: Interaction of a nonrelativistie partiele with 
a scalar field with application to slow eleetrons in polar crystals. Phys. Review, 
II. Ser. 92, 883—889 (1953). 


Weiterführung einer Arbeit von Lee, Low und Pines (vorsteh. Ref.). Zur 
Berücksichtigung der durch den Rückstoß des Elektrons hervorgerufenen Korre- 
Jationen zwischen den Schallquanten wird der Variationsansatz erweitert. Zu den 
nur vom Betrag des Ausbreitungsvektors abhängigen „s-Funktionen“ f(k) treten 
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drei „p-Funktionen“ g(k) -k,/k mit {= x, y,:. fund g werden so bestimmt, daß 
die Energie möglichst tief liegt. Die zunächst nur für P= 0 durchgeführte Rech- 
nung geht in den Grenzfällen schwacher bzw. starker Kopplung in die exakten 
Lösungen über. Für mittlere Kopplung (x =5 für NaCl) liegt die Energie um 
5% tiefer als bei Lee, Low und Pines. Die Berechnung von E(P) erfordert einen 
noch allgemeineren Ansatz und führt bei mittlerer Kopplung und kleinen P zu einer 
Vergrößerung des oben genannten Wertes von m* um 20%. G. Höhler. 

Toyozawa, Yutaka, Teturo Inui and Yasutada Uemura: On the interaction of 
additive eleetrons with the polarization in ionie erystals. I, II. Progress theor. Phys. 
9, 563—577, 10, 57— 71 (1953). 

Verff. betrachten ein Elektron, das zusätzlich zu den im neutralen Zustand 
vorhandenen Elektronen in einen Ionenkristall gebracht wird. — Zunächst wird im 
Rahmen der Kontinuumsnäherung die Elektronen- und Ionenpolarisation in einem 
beliebigen äußeren Feld diskutiert. Dann wird die übliche adiabatische Näherung 
zur Abtrennung der Koordinaten des zusätzlichen Elektrons von denen der Kristall- 
elektronen behandelt; ihre Gültigkeit wird nicht untersucht. — Im zweiten Teil 
gehen Verff. von dem einfacheren Produktansatz aus und wenden ihn auf das 
Polaron und ausführlicher auf F-Zentren an. Die eng verwandten Arbeiten Pekars 
und seiner Mitarbeiter sind den Verff. nicht bekannt [Deutsche Übersetzung: 
S.I. Pekar, Fortschr. Phys. 1. 367—419 (1954)]. @. Höhler. 

Ohta, Tokio: Note on the light absorption in the insulating erystals. Progress 
theor. Phys. 10, 472—474 (1953). 

Die Lichtabsorption in isolierenden Kristallen kann zur Bildung eines 
Excitons führen. Verf. berechnet die Temperaturabhängigkeit der zu diesem 
Prozeß gehörigen Absorptionslinie. @. Höhler. 

Döring, W. und V. Zehler: Gruppentheoretische Untersuchung der Elek- 
tronenbänder im Diamantgitter. Ann. der Physik, VI. F. 13, 214—228 (1953). 

An Hand der Aufstellung der irreduziblen Darstellungen der Raumgruppe von 
Diamant werden die Symmetrieverhältnisse der Elektroneneigenfunktionen und die 
Zusammenhangsverhältnisse der Elektronenbänder diskutiert. Die Bänder im 
Diamantgitter müssen danach paarweise zusammenhängen. G. Leibfried. 

Zehler, V.: Die Berechnung der Energiebänder im Diamantkristall.e. Ann. der 
Physik, VI. F. 13, 229—252 (1953). 

Bandbreite und Isolatorlücke im Diamantgitter werden nach der Zellenmethode 
und einem Variationsverfahren berechnet. Unter Berücksichtigung gruppentheo- 
retischer Ergebnisse (vgl. vorsteh. Referat) kann die Rechnung stark vereinfacht 
werden. @. Leibfried. 

Dehlinger, U. und H. Schenk: Zur Theorie der Gitterstrukturen der vier- 
wertigen Elemente. Z. Phys. 136, 344-351 (1953). 

Die Stabilitätsverhältnisse der Gitter mit 4-wertigen Elementen werden im 
Rahmen der Bändertheorie qualitativ diskutiert. (. Leibfried. 

Toyozawa, Yutaka: On the eleetronie polaron state. Progress theor. Phys. 9, 
677—678 (1953). ae 

Lehovee, Kurt: Energy of trapped eleetrons in jonie solids. Phys. Review, 
II. Ser. 92, 253—258 (1953). 

Es werden Energien und — für den Grundzustand — die Wellenfunktion 
eines Elektrons berechnet, das an einer Störstelle lokalisiert ist. Die Wirkung 
der übrigen Atome des Gitters wird einmal dadurch pauschal erfaßt, daß die 
Methode der scheinbaren Masse angewendet wird, au Berdem wird aber auch das 
die Störstelle umgebende Medium als polarisierbar angesehen und die energetische 
Wirkung der Polarisation berücksichtigt. Die verschiedenen Beiträge der Polari- 
sationsenergie werden im einzelnen analysiert. Die Resultate werden zu einer 
versuchsweisen Deutung der Aktivierungsenergien von SiC-Kristallen, wie sie 
von Busch untersucht wurden, verwendet. H. Haken. 
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Trlitaj, Miroslav: Polarizability of the F and F’ centres within Jonic erystals. 
Czechosl. J. Phys. 3, 267—280 u. engl. Zusammenfassg. 280281 (1953) [Russisch]. 
The polarizability of the neutral F and F’ centres in lonıc crystals, based on Pekars 
model, is caleulated in two cases: in the first case the frequeney of the electric field is 
small compared to the limiting frequency of the vibrations of the ion lattice; in the second 
case the frequency of the electrical field is large compared to the limiting frequency of the 
ion lattice vibrations. [Anm. d. Red.: vgl. S.I. Pekar, Fortschr. Phys. 1, 367—419 (1954)]. 
Aus der Zusammenfassung des Autors. 

Offenbacher, Elmer L. and Herbert B. Callen: Directional effeets in the elec- 
tric breakdown of ionie erystals.. Phys. Review, II. Ser. 90, 401—409 (1953). 

Um die kristallographische Orientierung der elektrischen Durchschlagsbahnen 
zu erklären, ziehen die Verff. folgende Argumente heran: a) Leitungselektronen, deren 
Energie in der Nähe der oberen Grenze der Brillouin-Zone liegt, erfahren in ausge- 
zeichneten Laufrichtungen besonders wenig Zusammenstöße mit dem Gitter. Dies 
beruht darauf, daß nach den Überlegungen der Verff. Umklapp-Prozesse verboten 
sind. b) Die Vorzugsrichtungen desjenigen Energiegebiets, in welchem sich die 
Elektronen während des Beschleunigungsvorganges bevorzugt aufhalten, bestimmt 
die makroskopische Laufrichtung (dabei scheint jedoch nicht beachtet, daß das 
Hineinstreuen in die Richtung kleiner Stoßwahrscheinlichkeit ebenso selten ist wie 
das Herausstreuen. Ref.). — Die Folge der Bahnrichtungen in Abhängigkeit von 
der Temperatur, wie sie hieraus für verschiedene Alkali-Halogenide erschlossen 
wird, zeigt gewisse Korrelationen zu Experimenten von Davisson. Walter Franz. 

Nakano, Huzio: An algebraiec treatment of the many elecetron problem. Progress 
theor. Phys. 9, 33—73 (1953). 

Verf. führt eine von Ostertag (dies. Zbl. 17, 93) eingeführte Methode weiter, um die alge- 
braische Struktur der Hamiltonfunktion des Vielelektronenproblems mit Spin zu studieren. Er 
geht aus von der Quantelung des Elektronenwellenfeldes und entwickelt eine rein algebraische 
Methode, die Gesamtenergien eines Vielelektronensystems im Hartree-Fock-Feld zu bestimmen. 
Er findet, daß nur die Teile der Hamiltonfunktion algebraisch wichtig sind, die zu den einfach 
besetzten Eigenzuständen der Elektronen in Beziehung stehen; solche Teile sind aus Elementen 
der sogenannten Austauschalgebra aufgebaut. Verf. erläutert die Struktur dieser Algebra im 
einzelnen und stellt eine allgemeine Vorschrift auf, wie man alle nichtäquivalenten irreduziblen 
Matrixdarstellungen der Austauschgrößen findet. Er führt diesen Prozeß für solche Fälle durch, 
bei denen die Anzahl der einfach besetzten Zustände zwischen 2 und 7 liegt. Wenn die Eigen- 
zustände eines Einzelelektrons im Hartree-Fock-Feld entartet sind, ist eine noch kompliziertere 
Theorie notwendig. Verf. äußert die Ansicht, daß es hoffnungslos sei, auf diesem Weg zu einer 
algebraischen Behandlung der statistischen Mechanik für Elektronen zu gelangen. W. Kofink. 

Landauer, Rolf and John Swansson: Diffusion eurrents in the semieonduetor 
Hall effeet. Phys. Review, II. Ser. 91, 555—560 (1953). 

Bei Hallexperimenten an einem Halbleiter mit Ladungsträgern beiderlei Vorzeichens 
werden beide Sorten von Ladungsträgern an die gleiche Seite der Probe abgelenkt. Dabei 
entsteht ein Konzentrationsgefälle von Ladungsträgern, das zu Diffusionsströmen führt. 
deren Größe von der Rekombinationsgeschwindigkeit der Ladungsträger an der Oberfläche 
und von der Lebensdauer der Überschußladungen im Innern der Probe abhängt. Es werden 
Differentialgleichungen für das elektrische Feld und den Konzentrationsverlauf der Ladungs- 
träger gewonnen und auf rechteckige und runde Querschnitte angewendet. Die Abhängigkeit 
der Hallspannung von der Lebensdauer im Innern der Probe und der Oberflächenrekombina- 
tionsgeschwindigkeit werden bestimmt und diskutiert. H. Haken. 

Johnson, V. A. and K. Lark-Horovitz: Theory of thermoeleetrie power in 


semiconduetors with applieations to germanium. Phys. Review, II. Ser. 92, 226— 232 
(1953). 


Die Thermokraft eines Halbleiters wird mit Hilfe des Thomsonschen Koeffizienten 
bestimmt, der aus Ausdrücken für die elektrische und thermische Stromdichte gefunden wird. 
Damit ergibt sich ein allgemeiner Ausdruck für die Thermokraft in Abhängigkeit von dem 
Ferminiveau, der Breite des verbotenen Bandes, der Temperatur, dem Verhältnis von Elek- 
tronen- zu Defektelektronenbeweglichkeit und der scheinbaren Masse von Elektronen und 


Defektelektronen. Die Spezialfälle der überwiegenden Eigenleitung, der Leitung durch Träger, 
die sowohl vom Grundgitter als auch von Störstellen geliefert werden, und der Bereich der 


Leitung durch dissoziierte Störstellenelektronen werden im einzelnen untersucht. Der Vergleich 
mit Experimenten an 6 polykristallinen Germanium-Proben und zwei Silizium-Proben ergibt 
gute Übereinstimmung mit der Theorie. H. Haken 
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MacDonald, D. K. €. and S. K. Roy: Thermoeleetrie power of monovalent 
aetals at high temperature. Philos. Mag., VII. Ser. 44, 1364—1370 (1953). 

Die Untersuchung faßt den Fall hoher Temperaturen (d.h. die Metall- 
„mperatur soll die Größenordnung der Debye-Temperatur haben) ins Auge. 
Tier existiert immer eine Relaxationszeit, die Streuung an Störstellen ist vernach- 
üssigbar, und die Benutzung des Einsteinmodells erscheint angebracht. Aus- 
‚ehend von der allgemeinen Formel für die Thermokraft, wird der Fall völlig 
-eier Elektronen diskutiert, sodann eine Variation der Energie in Abhängigkeit 
‚on der Wellenzahl mit |k]?”* (0 <a <2) angenommen und schließlich eine 
‚icht-kugelförmige Fermi-Oberfläche angesetzt. Auf Grund der experimentellen 
Werte für die Alkalien sowie die Edelmetalle scheint es möglich, die Thermo- 
-raft im hier diskutierten Rahmen zu erfassen; hingegen bildet Potassium eine 
„usnahme. H. Haken. 


Abelös, Florian: Resistance &leetrique et pouvoir thermoeleetrique supple- 
„ıentaires dus aux lacunes dans les mötaux. C. r. Acad. Sci., Paris 237, 796—798 
1953). 

Als Modell für eine Lücke im Metallgitter wird eine konstante Potentialerhöhung 
-„merhalb einer Kugel vom Volumen des fehlenden Atoms angenommen, wobei sich 
‚er Betrag der Potentialerhöhung aus einer Bedingung von Friedel ergibt. Die 
streuphasen der freien Elektronen des Fermigases an dieser Kugel werden exakt be- 
‚sehnet und mit iherer Hilfe Werte für Widerstandsänderung und thermoelektri- 
‚chen Effekt ein-, zwei- und dreiwertiger Metalle abgeleitet. — Die Verwendung der 
Sornschen Näherung führt sowohl für die Friedelsche Bedingung wie für die Streu- 
uerschnitte zu erheblichen Fehlern, welche sich jedoch im Fall einwertiger Metalle 
‚um großen Teil kompensieren. Walter Franz. 

Wolff, Peter A.: Theory of plasma waves in metals. Phys. Review, 11. Ser. 
u2. 18—23 (1953). 

Verf. zeigt zunächst, daß man die von Bohm und Gross (dies. Zbl. 33, 238, 
239) auf klassischem Wege hergeleitete Dispersionsrelation für Plasmawellen auch 
‚rhält, wenn man die Elektronen in Hartreescher Näherung behandelt und bei der 
ösung der Hartreeschen Gleichungen das WKB-Verfahren benutzt. Dann ver- 
„llgemeinert er unter Benutzung der Methode von Wannier (s. Slater, dies. Zbl. 
34, 286) die Rechnung auf den Fall, daß die Elektronen nicht mehr frei sind, sondern 
‚ieh in einem periodischen Potential bewegen. — Die Fockschen Gleichungen bringen 
vumindest für freie Elektronen keine wesentlichen Verbesserungen. Abschließend wird 
‚iskutiert, wie durch Plasmaschwingungen in einem s-Band ein Elektron in einem 
iberlappenden d-Band angeregt werden kann, ein Effekt, der die große Breite der 
Resonanzkurve bei manchen Metallen erklären soll. @. Höhler. 


e Jaynes, E. T.: Ferroeleectricity. (Investigation in Physies. No. %.) Princeton: 
Princeton University Press; London: Oxford University Press 1953. VIIL, 137 p. 
D2.6d. $2,—. Br j 

Nach einem Überblick über die empirischen Tatsachen und die mit ihnen verknüpften 


theoretischen Probleme werden verschiedene Theorien des Verhaltens von Ba Ti O, dargestellt. 


Man muß unterscheiden zwischen Ansätzen, in denen ein Ionenkristall vorausgesetzt wird, und 
(wahrscheinlich unzutreffende) Annahme 


der allgemeineren Elektronentheorie, in der diese 2 »ffende) 
nicht benutzt wird. Bei ersteren Theorien wird als Wesen der Ferroelektrizität eine gewisse 


Verschiebung der Ti- oder O-Ionen (oder beider) angesehen. In der Elektronentheorie handelt 
“8 sich um eine u. U. nicht-symmetrische Wahrscheinlichkeitsdichte gewisser Elektronen im 
Kristall. Allen Theorien gemeinsam ist die Schwierigkeit, das elektrische Feld zu bestimmen, 
das auf ein einzelnes Ion bzw. Elektron im Kristall wirkt. Dieses Problem wird eingehend dis- 
kutiert. Ferner bespricht Verf. die thermodynamische Behandlungsweise der ferroelektrischen 
Erscheinungen. Ms he eber. 
Rosenblum, $.: Sur les travaux de magn6tisme en U. R. 8. S. Nuovo Cimento, 


Ser. IX 10, Suppl., 441—458 (1953). 
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Newell. Gordon F. and Elliott W. Montroll: On the theory of the Ising mod 
of ferromagnetism. Reviews modern Phys. 25, 353— 389 (1953). 

Ausführlicher Bericht. \ 

Lidiard, A. B.: Overlapping energy bands and the theory of collective electro 
ferromagnetism. Proc. Cambridge philos. Soc. 49, 115—129 (1953). 

Madelung, Otfried: Zur Theorie der magnetischen Effekte in isotropen Halb 
leitern hoher Beweglichkeit. Z. Naturforsch. 8a, 791—795 (1953). 

Der Zweck der Arbeit ist es, die Theorie der magnetischen Effekte bei hoher 
Feldern (bzw. hohen Beweglichkeiten) auf den gemischten Halbleiter auszu 
dehnen. Ausgehend von den allgemeinen Ausdrücken für den Strom in gekreuzte 
Feldern [V. A. Johnson u. W.J. Whitesell, Phys. Reviews, II. Ser. 89, 94 
(1953)], werden die Ausdrücke für den Hallkoeffizienten und die magnetisch 
Widerstandsänderung berechnet und graphisch dargestellt. Als Beispiele werder 
speziell Germanium und InSb diskutiert, wobei sich eine gute qualitative Über 
einstimmung zwischen Theorie und Experiment ergibt. H. Haken. 

Kondo, Kenzi: Hall effeet in ferromagneties. Sci. Rep. Saitama Univ., Ser. A 
1, 69—87 (19535). 

Verf. zieht als Ursache der Anomalie des Hall-Effektes in Ferromagnetika die 
Spin-Bahn-Wechselwirkung der Leitungselektronen in Betracht. Es wird aber hierbei 
weder Temperaturgang noch Vorzeichen des Koeffizienten des anomalen Hall. 
Effektes verständlich; nur der Betrag dieses Koeffizienten stimmt mit dem empi- 
rischen bei sehr tiefen Temperaturen überein. Verf. vermutet, daß die Vernach; 
lässigung der Gitterbewegung und der Korrelationsenergie verantwortlich für diesen 
Mißerfolg sein könnten. G. Heber. 

March, N. H. and B. Donovan: Note on the spin paramagnetism of a frec 
electron gas. Proc. phys. Soc., Sect. A 66, 1104—1108 (1953). 

Der Einfluß der Austauschwechselwirkung auf den Spinparamagnetismus 
freier Elektronen wird diskutiert. Bei tiefen Temperaturen ergibt sich die Suszep- 
tibilität etwa dreimal so groß wie bei Vernachlässigung des Austausches. Erst be 
im Vergleich zur charakteristischen Temperatur der Elektronen hohen Temperaturen 
spielt der Austausch keine Rolle mehr. W. Brenig. 

Ham, Frank S.: Effect of the surface on the magnetic properties of an eleetron 
gas. Phys. Review, II. Ser. 92, 1113—1119 (1953). 

Verf. berechnet die Energieeigenwerte freier Elektronen in einem endlichen 
zylindrischen Gefäß bei Anwesenheit eines homogenen, der Zylinderachse parallelen 
Magnetfeldes und verwendet sie zur Ableitung der magnetischen Suszeptibilitäi 
des Elektronengases. Diese Rechnung bestätigt das in den letzten Jahren gefunden« 
Ergebnis, daß die Berücksichtigung der Gefäßoberfläche (bei Annahme eines end 
lichen Gefäßes) denWert der magnetischen Suszeptibilität beeinflußt, in der Weise, dal 
zur Landauschen diamagnetischen Suszeptibilität noch ein Oberflächenterm hinzu 
tritt. Verf. findet, daß die Größe wie auch das Vorzeichen dieses Oberflächenterm: 
von der speziellen Beschaffenheit des Potentials, welches die Einwirkung der Gefäß 
wände auf die Elektronen beschreibt, abhängt. A. Papapetrou. 

Slater, 3. C., H. Statz and 6. F. Koster: A two-eleetron example of ferro: 
magnetism. Phys. Review, II. Ser. 91, 1323— 1341 (1953). 

Die Wechselwirkung verschiedener Konfigurationen für den Fall zweier Elek 
tronen in einem sonst leeren Band, bzw. zweier Löcher in einem sonst vollen Banc 
wird untersucht. Es zeigt sich, daß das Vorhandensein eines entarteten Bande: 
für das Zustandekommen von Ferromagnetismus notwendig ist. Die Ursache de 
Ferromagnetismus ist die Austauschwechselwirkung zweier Elektronen am gleichen 
Atom. Die Wechselwirkung der Konfigurationen zeigt sich nicht im Auftreten eine 
additiv zur Austauschenergie hinzutretenden Korrelationsenergie,sondern darin, dal 
die ferromagnetische Wechselwirkung als Faktor die Wahrscheinlichkeit enthält 
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‚side Elektronen am gleichen Atom zu finden. Diese Wahrscheinlichkeit verschwindet 
an Grenzfall unendlich großer Gitterkonstante. W. Brenig. 

Valenta, LubosS: A contribution to the problem of the extension of Heisen- 
‚erg’s theory of ferromagnetism to many-eleetron atoms. Czechosl. J. Phys. 2, 
16-47 und engl. Zusammenfassg. 48—49 (1953) [Russisch]. 

Verf. behandelt den Fall eines Kristalles, in dem die identischen Atome 
„eliebigen Gesamt-Spin haben und verschiedene Austauschintegrale auftreten 

ürfen. In der Zustandssumme werden die Terme gleichen Gesamt-Spins für den 
‚anzen Kristall durch einen Term entsprechenden Gewichts mit der exakt be- 
sechneten mittleren Energie dieser Termgruppe ersetzt. Für die spontane Magne- 
-isierung ergibt sich dann ein implizites Gleichungssystem, das in Spezialfällen 
„ekannte Gesetze enthält, aber wesentlich allgemeineren Gültigkeitsbereich 
„esitzt. @. Heber. 

Heber, G.: Quantentheorie einer neuen Ursache von Ferromagnetismus. Ann. 
lier Physik, VI. F. 13, 44—72 (1953). 

Der Einfluß der Austauschwechselwirkung der 3d- mit den 4s-Elektronen der 
Kerromagnetika wird quantentheoretisch untersucht. Aus einer verallgemeinerten 
„hänomenologischen Spinwellentheorie kann dann hergeleitet werden, daß diese 
Wechselwirkung ein exponentielles Einmünden der spontanen Magnetisierung in 
lien Sättigungswert bei 7 = 0° liefern würde. Da empirisch diese Einmündung 
„ach dem 73/2-Gesetz erfolgt. kann der 3d-4s Austausch für den Ferromagnetismus 
‚ur sekundäre Bedeutung neben dem 3d-3d Austausch haben. W. Brenig. 


Kondorskij, E. und A. Pachonov: Zur Theorie der Abhängigkeit der spontanen 
Magnetisierung von der Temperatur im Gebiet niedriger Temperaturen. Doklady 
‚Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 93, 431—434 (1953) [Russisch]. 

Verff. haben eine Spinwellentheorie entwickelt für den Fall, daß jedes Atom 
les Ferromagnetikums 2 Valenzelektronen (die ihre Spins parallel zueinander 
-“wusrichten können) besitzt. Sie führen hierbei im Hamiltonoperator H der Spin- 
bewegung Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren bezüglich des Spins ein und 
liagonalisieren den H-Operator genähert (für tiefe Temperaturen) nach einem 
"Verfahren von Tjablikov (s. Bogoljubov, Vorlesungen über Quantenstati- 
tik, Kiew 1949). Einzelheiten der Rechnung werden nicht angegeben. Die Lösung 
snthält zwei Arten von Spinwellen, mit denen die spontane Magnetisierung bei 
tiefen Temperaturen ermittelt wird. Zu dem T3!2.Term tritt im allgemeinen (von 
‚der zweiten Spinwellen-Art herrührend) ein Term, der außer dem T®!2-Faktor 
‚eine exponentielle Temperaturabhängigkeit e-A/kT enthält. A besteht aus 
‘3 Austauschintegralen. @G. Heber. 

Rezanoy, A. I. und V.I. Cerepanov: Die Wärmeleitung ferromagnetischer 
Metalle bei niedrigen Temperaturen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 93, 
‚641—644 (1953) [Russisch]. 

Verff. berechnen den Einfluß der 3d-Elektronen auf die Wärmeleitung 
der 4s-Elektronen, der durch die s-d-Wechselwirkung bedingt wird. Zur Be- 
schreibung der d-Elektronen wird die Spinwellen-Theorie benutzt, die s-Elektro- 
nen werden als quasi-frei betrachtet. Es ergibt sich, daß bei tiefen Temperaturen 
(= 10°K) der durch die Wechselwirkung mit den Ionen verursachte Wärme - 
widerstand wesentlich schwächer ist als der hier errechnete. (. Heber. 

Rezanov, A. I.: Zur Theorie der elektrischen Leitfähigkeit ferromagnetischer 
Metalle bei niedrigen Temperaturen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 92, 935 — 

5 ‚ussisch ]. 
= ne 2 und iR M. Kosevit: Zur Theorie der magnetischen Rezeptivität 
dünner Metallschichten bei niedrigen Temperaturen. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. Ser. 91, 795798 (1953) [Russisch]. 
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© Squire, Charles F.: Low temperature physies. (Internat. Ser. in Pure an 
Appl. Physics.) London: MeGraw-Hill Publishing Company, Ltd.1953. X, 244p 


463. 6d. | 
Nach einigen allgemeinen Betrachtungen über die Möglichkeiten zur Erzeugung tiefe 
Temperaturen durch Gasverflüssigung und deren experimentelle Verwirklichung folgen de 
Reihe nach: Theorie der Zustandsgleichung (Virialkoeffizienten); thermische und dynamisch 
Eigenschaften des flüssigen Heliums, kurze Übersicht über theoretische Ansätze zum flüssige 
Helium ; Supraleitung. Besonders eingehend werden magnetische Effekte bei tiefen Temperature 
besprochen (paramagnetische Salze, adiabatische Entmagnetisierung, paramagnetische Reso 
nanz, Kernspinresonanz, Diamagnetismus: deHaas-vanAlphen-Effekt). Weiterhin: thermisch 
Eigenschaften fester Körper (Spezifische Wärme der freien Elektronen und Gitterschwingungen 
Wärmeleitfähigkeit von Metallen und Isolatoren). Den Abschluß bildet ein kurzer Abschnit 
über Eigenschaften von Ferroelektrika bei tiefen Temperaturen. Auf diese Weise wird i 
enger Verbindung von theoretischen und experimentellen Betrachtungen ein relativ voll 
ständiger Überblick über das gesamte Gebiet der Tieftemperaturphysik gegeben. Natürlie 
können auf dem knappen Raum (240 Seiten) viele Fragen nur sehr kurz referiert werden, es 
sind jedoch umfangreiche Literaturangaben beigefügt. W. Brenig. 
Cornish, F. H. J. and J. L. Olsen: A caleulation of the thermal conduetivity 
of superconductors in the intermediate state. Helvet. phys. Acta 26, 369376 (1953). 
Die Wärmeleitfähigkeit eines geschichteten Mediums mit Gitter- und Elektronen- 
wärmeleitung wird unter der Annahme berechnet, daß Gitter- und Elektronentempe- 
ratur nicht in jedem Punkt gleich zu sein brauchen, sondern durch eine „‚innere 
Wärmeleitung“ zwischen Gitter und Elektronen bestimmt sind. Die Anwendung 
auf den Zwischenzustand eines Supraleiters liefert gute Resulatte mit plausiblen 
Werten der inneren Leitfähigkeit. H. Koppe. 
Salam, Abdus: The field theory of superconduetivity. Progress theor. Phys. 
9, 550—554 (1953). 
Verf. formuliert die Fröhlichsche Theorie der Supraleitung mittels der von 
Feynman und Dyson für die Quantenelektrodynamik entwickelten Methoden. 
H. Lehmann. 
Shoenberg, D.: Recent research on supereonduetivity in the U.S.S.R. 
Nuovo Cimento, Ser. IX 10, Suppl., 459—480 (1953). 


Astronomie. Astrophysik. Geophysik. 


\ 
oe Chazy, J.: Mecanique celeste (Equations canoniques et variation des constan- 
tes). (Collection Euclide.) Paris: Presses universitaires 1953. 270 p. 1300 f. 

. Die vorliegende Himmelsmechanik mit dem Untertitel: kanonische Gleichungen und Vari- 
ation der Konstanten, stellt eine recht beachtenswerte mathematische Einführung dar. Im 
ersten Kapitel wird das kanonische System von Differentialgleichungen betrachtet und erweitert; 
durch Verallgemeinerung der Transformation der kanonischen Variablen wird z. B. das Hamilton- 
sche kanonische System auf den Fall ausgedehnt, wo die wirkenden Kräfte keine Kräftefunktion 
haben. Die folgenden Kapitel bringen die Anwendung von Variationsmethoden, das Poincare- 
sche 'Theorem über die Entwicklung der Lösung eines Differentialgleichungssystems nach den 
Potenzen des kleinen ‚Parameters und das Jacobische Theorem mit Anwendung auf die elliptische 
Bewegung. Das fünfte Kapitel, das wie das erste einen Höhepunkt des Werkes bildet, bringt 
die Anwendung der Methode der Variation der Konstanten auf ein beliebiges bzw. kanonisches 
System von Ditferentialgleichungen ; es ergibt sich eine besondere Einfachheit, wenn diese Kon- 
stanten ein kanonisches System bilden. Anwendung auf den Fall der elliptischen Bewegung 
mit einer Störungsfunktion und zur Ableitung der sechs Störungsgleichungen, die im letzten 
Kapitel für verschiedene einfachere Störungsfunktionen weiter behandelt werden. O. Volk 

® Vidal Abascal, E.: Bahnbestimmung der visuellen Doppelsterne. (Mono- 
grafias de astronomia y ciencias afines, Nr. 1.) Santiago de Compostela: Consejc 
superior de investigationes cientificas 1953. 219 p. [Spanisch]. 
m Ber Kapitel dieser Monographie über visuelle Doppelsterne gibt Verf. 
fane kurze Fintwiıerl a R'nran a 3 . id 
nn ee : des Forschungsgebietes der Doppelsterne, im zweiten werden 
die scheinbare und relative B: i ] ie M ; sti 
e und relative Bahn. im dritten die Methoden deı Bahnbestimmung aus 


Beobae [0% "hiele- ka ° E . E 
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‚chen der scheinbaren und der relativen Bahn und ihren Elementen, im fünften die 
‘üphemeridenrechnung und im sechsten die Bahnverbesserung behandelt. Hervor- 
-uheben sind die vollständig durchgeführten Beispiele und die angefügten Tabellen 
‚owie das ausführliche Schriftenverzeichnis. Im Anhang berichtet Ramön M. 
Aller Ulloa über die mikrometrische Beobachtung der visuellen Doppelsterne. 
O. Volk. 

Kikuehi, Sadaemon: Stellar dynamieal meanings of Schürer’s transformation. 
Sei. Reports Töhoku Univ., I. Ser. 37, 302—306 (1953). 

Die Chandrasekharsche Theorie instationärer Sternsysteme ellipsoidischer 
"Jeschwindigkeitsverteilung kann durch die Schürersche Transformation abgeleitet 
„verden aus dem stationären Fall. Diese Transformation erweist sich als kanonisch, 
so daß ursprüngliche und transformierte Verteilungsfunktion identisch sind. Die 
-eue Potentialfunktion dagegen geht durch die Transformation nieht aus der ur- 
»prünglichen Potentialfunktion hervor. H. Bucerius. 

Mihailovie. Dobrivoje: Su un metodo piü generale per la riduzione del problema di 
due corpi colle masse permutabile al problema di due corpi della meccanica celeste. 
"Bull. Soc. Math. Phys. Serbie 5, Nr. 1/2, 67—75 und ital. Zusammenfassg. 75—76 
“1953) [Serbisch]. 

Es wird gezeigt, daß das Zweikörperproblem mit variabler Masse M=zm*+ 
m, = f(t), d’sjdi? + M 3/® — 0 (& Radiusvektor) wieder in die Form d?r/dr? + 
sc[r? = 0 transformiert wird mit r=Fit)-8, r=g(ft), wenn f(f) eine reziproke 
lineare Funktion von tist. Dann setzen sich F(t) und o(t) linear aus f(t) zusammen. 

H. Bucerius. 

Bilimoviteh, Anton: Apollonius theorem on station of the planet. Glas Srpske 
‚Akad. Nauk CCVI, Odel. prirod.-mat. Nauka,n. Ser. 5, 49-56 und engl. Zusammen- 
assg. 56 (1953) [Serbisch]. 

Popovie, BoZidar: L’influence d’une rotation eventuelle du systöme solaire sur le 
mouvement des planötes. Bull. Soc. Math. Phys. Serbie 5, Nr. 1/2. 77-82 und 
französ. Zusammenfassg. 83 (1953) [Serbisch ]. 

Fortini, Teresa: Miglioramento delle orbite di einque piecoli pianeti. Atti 
Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., VIII. Ser. 15, 24—33 (1953). 

Neyman, Jerzy and Elizabeth L. Scott: Frequency of separation and of inter- 
locking of elusters of galaxies. Proc. nat. Acad. Sei. USA 39, 737—743 (1953). 

Dauvillier, Alexandre: L’origine des &l&ments ehimiques et l’&volution de 
Punivers. Revue sci. 91, 90—100 (1953). 

Maravall Casesnoves, Dario: Reiativistische Theorie der Anziehung einer schwin- 
genden oder spinbehafteten Kugel. Anwendung auf die Cepheiden. Revista mat. 
Hisp.-Amer., IV. Ser. 13, 175-187 (1953) [Spanisch|. . 

Hunaerts. J.: Interpretation du speetre d’&mission de ou dans les cometes. 
(La physique des cometes; Communications presentees au EM Colloque Internat. 
d’Astrophys. Liege 19—21 septembre 1952, Nr. 8.) Mem. Soc. Roy. Sci. Liege, 
IV. Ser. 13, 99—136 (1953). 

Schatzman, Eyry: La strueture et l’&volution des noyaux come6taires. (La 
physique des com&tes; Communications presentees au arme Colloque Internat. 
d’Astrophys. Liege, 19— 21 septembre 1952, Nr. 26.) Möm. Soc. Roy. Sei. Liege, IV. Ser. 
13, 353—363 (1953). 

MeCrea, W. H.: Note on the Lyttleton theory of comets. (La physique des 
cometes; Communications presentees au gieme Colloque Internat. d’Astrophys. 
Liege, 19— 21 septembre 1952, Nr. 29.) Mem. Soc. Roy. Sei. Liöge, IV. Ser. 13, 377 — 


390 (1953). 
Si J. B.: The integral equation of limb-darkening. Mo 


Estron. Soe. 113, 198— 210 (1953). 
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Die Randverdunklung erhält man in bekannter Weise aus einen Integral übe 
die Ergiebigkeit als Funktion der optischen Tiefe r. Durch einfache Umformun 
wird dieses Integral auf die Form des aus der Spektroskopie bekannten Entzerrungs- 
problems gebracht und damit ein sukzessives Verfahren gefunden, aus den beobach- 
teten Werten der Randverdunklung die Ergiebigkeit zu berechnen. Das Verfahren 
wird mit jenen von Plaskett, Busbridge und Milne verglichen. Das Problem 
wird außerdem noch mit einer genauen numerischen Methode behandelt. Aus ge- 
mittelten Beobachtungen bei der Wellenlänge 5485 Ä wird die Ergiebigkeit im Be- 
reich von T=0 bis r=3 erhalten, die Abweichungen vom Strahlungsgleich- 
gewicht liegen außerhalb der Fehlergrenzen des Verfahrens. 6. Burkhardt. 

Schatzman, Evry: Une nouvelle th&orie de la granulation solaire. Acad. Roy. 
Belgique, Bull. Cl. Sci., V. Ser. 39, 960—970 (1953). 

Es wird ein theoretisches Argument diskutiert, um die Granulation der Sonne 
zu erklären. Diese soll beim Durchgang von Kompressionswellen hervorgerufen 
werden, die in demTeil der Konvektionszone entstehen, der der Oberfläche der Photo- 
sphäre am nächsten ist. R. Lüst. 

e Woolley, R. v.d. R. and D. W. N. Stibbs: The outer layers of a star. (Inter- 
national Series of Monographs on Physics.) Oxford: Clarendon Press; London: 
Oxford University Press 1953. XI, 306 p. 40. j 

Neben dem Standardwerk von Unsöld (Berlin, 1938) über die Physik der Sternatmosphären 
existierte bisher kein Buch, das in allgemeiner Weise diesen wichtigen Zweig der Astrophysik behan- 
delte. Gegenüber der zuvor erwähnten Monographie gibt das Buch von Woolley und Stibbs vor 
allem eine Einführung in die mathematische Theorie des Aufbaus und des Gleichgewichts der 
Atmosphären der Sterne, insbesondere der Sonne, während die Beobachtungen erheblich kürzer 
diskutiert werden. Von den Ergebnissen der letzten 20 Jahre ist dabei überwiegend die englische 
Literatur berücksichtigt, dagegen werden die Arbeiten holländischer und deutscher Autoren 
kaum oder gar nicht zitiert. In den ersten 3 Kapiteln werden die mathematischen Methoden zur 
Lösung der Strahlungstransportgleichung angegeben. Im 4. Kapitel wird die kontinuierliche 
Absorption behandelt, während in den Kapiteln 6—8 die Probleme bei der Entstehung von 
Absorptionslinien diskutiert werden. Das folgende Kapitel bringt den Aufbau der Photosphäre, 
wobei die Theorie der Wachstumskurven nur verhältnismäßig kurz gefaßt ist. Den Einfluß der 
Konvektion auf die Sternatmosphären hat Kapitel 10 zum Inhalt. Schließlich werden in den 
Kapiteln 11 und 12 die Sonnenkorona und die Chromosphäre betrachtet. Irreguläre Phänomene 
wie z. B. Sonnenflecken und Protuberanzen sind ausdrücklich aus der Behandlung ausgeschlossen. 
Das Buch schließt mit einem kurzen Überblick über andere Sterne als die Sonne. R. Lüst. 

Suda, Kazuo: On the rotation problem of completely degenerate stellar confi- 
gurations. Sci. Reports Tohoku Univ., I. Ser. 37, 307—319 (1953). 

Es werden die Fundamentalgleichungen für Sternmodelle, die aus vollständig 
entarteter Materie bestehen und die mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotieren, 
numerisch integriert und die Rotationseffekte auf die verschiedenen physikalischen 
Zustandsgrößen eines Sternes ermittelt. H. Vogt. 

Roy, T. €.: Stellar model with large radius. Proc. nat. Inst. Sei. India 19, 
317—321 (1953). 

Es werden Sternmodelle untersucht, die in ihrer chemischen Zusammensetzung 
Diskontinuitäten aufweisen und die aus einem konvektiven Kern und einer im 
Strahlungsgleichgewicht befindlichen Hülle bestehen. Verf. kommt dabei zu dem 
Ergebnis, daß die Diskontinuitäten in der chemischen Zusammensetzung nicht so 
groß zu sein brauchen, wie sie Li Hen und M. Schwarzschild annehmen, sondern 
daß sie sehr viel kleiner sein können, um Sternradien von der Größenordnung zu 
bekommen, wie man sie bei den Riesensternen beobachtet. H. Vogt. 

Sweet, P. A. and A. E. Roy: The structure of rotating stars. I. Monthly Not. 
Roy. astron. Soc. 113, 701—715 (1953). 

Es wird eine Störungstheorie entwickelt für den Einfluß der Rotation auf die 
Struktur eines Sternes bei bekanntem Energieerzeugungsgesetz. Bei Berücksich- 
tigung der Störungsglieder 1. Ordnung ergibt sich auf Grund der beobachteten 
Rotationsgeschwindigkeits-Verteilung sowohl für das Massen-Helligkeits-Diagramm 
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auch für das Farben-Helligkeits-Diagramm eine Streuung von ungefähr einer 
iben Größenklasse in den absoluten Helligkeiten. H. Vogt. 

Mestel, L.: Rotation and stellar evolution. Monthly Not. Roy. astron. Soc. 
3, 716— 745 (1953). 

Im Anschluß an eine Arbeit von P. A. Sweet [Monthly Not. Roy. astron. Soc. 
0, 548—558 (1950)] über Rotationsströmungen in einem Cowlingschen Sternmodell 
srsucht Verf. zu zeigen, daß bei einem mit konstanter W inkelgeschwindigkeit 
'tierenden Stern praktisch keine Durchmischung der Materie der zentralen Zone 
it der der äußeren Schichten erfolgt und daß nur dann die durch Rotationsströ- 
‚ungen verursachte Durchmischung der Materie stark genug ist, um die Entwick- 
‚ng eines Sternes zu beeinflussen, wenn die Rotationsgeschwindigkeit in Richtung 
‚ch dem Sternzentrum hin beträchtlich zunimmt. H. Vogt. 


Chandrasekhar, $.: The instability of a layer o? fluid heated below and subjeet to 
„riolis forces. Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 217, 306—327 (1953). 


Die Bewegungsgleichung einer horizontalen Flüssigkeitsschicht gegebener Dicke mit Rei- 
ng, Wärmeleitung, unter dem Einfluß der Schwere und mit konstantem Temperaturgradienten 
nkrecht zur Schicht und einer Corioliskraft, herrührend von einer Rotation mit der Winkel- 
„schwindigkeit.2,sowie die Wärmeleitungsgleichungliefern den Ausgangspunktder Untersuchung. 
oweichungen vom anfänglichen statischen Zustand werden als kleine Größen erster Ordnung 
„»trachtet. Es werden zunächst die Bedingungen für das Einsetzen einer Instabilität als stationäre 


‚onvektion abgeleitet. Für 2 parallel der Schwerkraft kann das Problem auf ein Eigenwert- 
-oblem zurückgeführt werden, das durch eine Variationsmethode gelöst wird. Als Randbedin- 
sıngen werden die Fälle betrachtet: Beide Oberflächen frei oder starr oder eine frei, die andere 
„art. Für die Stabilitätsgrenze werden kritische Rayleighsche Zahlen für alle Fälle angegeben. 
“ie Corioliskräfte bewirken eine Erhöhung der Stabilität gegen Konvektion und zwar um so mehr, 
» größer 2 und je kleiner die kinematische Zähigkeit ist. Beliebige Neigung der Rotations- 
-hse kann auf den ersten Fall zurückgeführt werden. In gewissen Fällen tritt die Instabilität 
üeht durch Konvektion, sondern durch Schwingungen wachsender Amplitude („Überstabilität“‘) 
'n. Letzterer Fall ist vor allem in astrophysikalischen Verhältnissen (Sonnenatmosphäre) be- 
sünstigt, kann aber u. U. auch für die Erdatmosphäre von meteorologischem Interesse sein. 
“ie Arbeit zeigt die Wichtigkeit der Berücksichtigung der Corioliskraft bei solchen thermischen 
*tabilitätsuntersuchungen. @G. Burkhardt. 
Chandrasekhar, S.: Problems of stability in hydrodynamies and hydromagneties. 
‘fonthly Not. Roy. astron. Soc. 113, 667—678 (1953). 
In der George-Darwin-Lecture gibt Verf. einen Überblick über Stabilitätsprobleme 
‚er Hydrodynamik und vor allem der Magneto-Hydrodynamik. Es werden unter Bezug- 
‚ahme auf eigene Arbeiten behandelt: 1. Virialtheorie bei Gegenwart eines Magnetfeldes. 
. Gravitationsstabilität eines Zylinders mit Magnetfeld und Anwendung auf die Stabilität der 
Apiralarme der Milchstraße. 3a. Thermische Stabilität in einem Schwerefeld bei Gegenwart von 
"orioliskräften. 3b. Thermische Stabilität in einem Schwerefeld bei Gegenwart eines Magnet- 
‚sldes. 4a. Gravitationsinstabilität eines unendlich ausgedehnten Mediums bei Gegenwart von 
‘orioliskräften. 4b. Gravitationsinstabilität eines unendlich ausgedehnten Mediums bei Gegen- 
art eines Magnetfeldes. R. Lüst. 
Severnyj, A- B.: Über magneto-hydrodynamische Bewegungen in Sonnen- 


protuberanzen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 9, 1051—1054 (1953) [Rus- 
isch ]. 

Es werden die magnetohydrodynamise ndlic 
fähigkeit und Gegenwart eines äußeren Magnetfeldes unter Berücksichtigung von 
Gravitation und Kompressibilität für kleine Störungen untersucht, wobei im un- 
gestörten Zustand hydrodynamisches Gleichgewicht herrschen soll. Für die sich so 
ergebenden linearisierten Gleichungen werden Lösungen in Form von ebenen Wellen 
angesetzt. Diese werden näher diskutiert, speziell für den Fall der a 
ranzen. . Lüst. 


Hines, €. 0.: Generalized magneto-hydrodynamie formulae. Proc. Cambridge 


philos. Soc. 49, 299—307 (1953). Da, 
Ausgehend von den Bewegungsgleichungen der Magneto-Hydrodynamik für 


konstantes äußeres Magnetfeld werden Ausdrücke für die Strom- und Kraftdichte in 


hen Gleichungen bei unendlicher Leit- 
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einem Medium mit schwachem Ionisationsgrad abgeleitet. Es wird eine Rei 
von vereinfachenden Annahmen zugrunde gelegt: Kleine Störungen, so daß nie 
lineare Glieder unterdrückt werden können, mit harmonischer Zeitabhängigke 
Vernachlässigung von Druckgradienten und Ladungstrennung;; ebene Wellen 
Richtung des äußeren Magnetfeldes ; konstante Dichte. Eine Dispersionsformel wi 
erhalten und verschiedene Grenzfälle diskutiert, wobei die Schwierigkeit in d 
richtigen Einschätzung der einzelnen Terme hinsichtlich ihrer Vernachlässigbark 
in den verschiedenen Grenzfällen deutlich wird, die nach Auffassung des Ref. au 
hier nicht restlos behoben wird. @G. Burkhardt. 

Haug, Odd: On the theory of superior mirage. Meteorolog. Annaler 3, 295—3 


(1993) RS 

Monin, A. 8. und A. M. Obuchov: Dimensionslose Charakteristiken der Turb 
lenz in der erdnahen Schicht der Atmosphäre. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 
93, 257—260 (1953) [Russisch]. 

Hesselberg. Th.: Some notes on the atmospherie eddy movements and frictior 
Meteorolog. Annaler 3, 285—293 (1953). 

Bragard, Lucien: Sur la deviation de la verticale en un point du cogeoid 
C. r. Acad. Sci., Paris 237, 380—382 (1953). \ 

Von allgemeinen potentialtheoretischen Grundlagen ausgehend werden F ormeln abgeleite 
die für einen Punkt des kompensierten Geoids die Lotabweichung gegenüber dem Referen 
sphäroid angeben und die sich wie bei F. A. Vening-Meinesz auf die differentielle Anderur 
des nach Stokes zu berechnenden Geoidabstands stützen. Verf. vermeidet jedoch die Differeı 
tiation unter dem Stokesschen Integral und empfiehlt statt dessen die Berechnung der Variatic 
des Geoidabstands auf dem Meridian bzw. auf dem Parallel beiderseits der Station, weil d. 
Integrand dann im Stationspunkt stets einen endlichen Wert besitzt. Die Ausdrücke für d 
Lotabweichungskomponenten werden zunächst für den allgemeineren Fall, daß die Gravitation 
zentren von Geoid und Referenzfigur nicht zusammenfallen, aufgestellt und dann für den beso: 
deren Fall der Koinzidenz der Schwerpunkte spezialisiert. Im ersten Fall treten 3 von di 
Schwerpunktslage abhängige Parameter auf, die aus Schweremessungen allein nicht bestimn 
werden können. Unter Hinzuziehung von astronomischen Messungen und Triangulationsergel 
nissen dürften sich diese die Schwerpunktlage charakterisierenden Größen berechnen lasse 
falls ein vollständiges und genügend genaues Beobachtungsmaterial zur Verfügung steht. 

W. Hofmann. 

o Kuessner, H. O.: On the mathematical treatment of movements of the earth 
erust. — Mimeographed lecture notes. (Inst. Fluid Dynamics appl. Math., Unir 
Maryland, Lect. Ser. No. 22.) College Park; Univ. of Maryland 1953. 19 p. 

In order that the movements of the earth’s erust may be treated mathematically, the ca 
is simplified to the extent that the crust is regarded as an elastie plate „‚floating‘‘ on a viscot 
fluid. "The equations of motion of this plate and of the viscous fluid can be linearized if the assum) 
tion is made that the thickness of the plate is moderate and that the deflections are relative 
small. For any temporary, variable external loads on the plate an exact solution can be give 
which involves integral operators and quadratures. Exact solutions for the strip, circular ar 
elliptie load patterns and for any tangential stress of the plate are given. They are applied 
„grabens“, ring mountains and folded mountains. Autoreferat. 


Eckersley, T. L.: Recombination and diffusion and spread echoes from tl 
ionosphere. Proc. phys. Soc., Sect. B 66, 1025—1038 (1953). 

Die Bilanz der Ionisierung o wird (bei Nacht) mit einem Diffusionsterm D(d2o/dz 
und dem Rekombinationsterm —« o? angesetzt. In der Lösung tritt eine elliptisch 
Funktion mit einer reellen und einer imaginären Periode auf; erstere ist (in 2) pre 


portional YD/(x 00). Je nach Wahl einer Integrationskonstanten gibt es eine örtlic 
abklingende Ionisierung beiderseits einer „Quelle“, oder aber einen periodische 
Ionisierungsverlauf zwischen mehreren „Quellen“. Die Quellen entsprechen Pole: 
über die Pole hinweg braucht kein Zusammenhang der Lösungen zu bestehen. D 
Theorie soll eine periodische Ionisierungsstruktur erklären, die zwischen Schichte 
mit korpuskularer Ionisierung durch Diffusion entstehen soll. Durch partiel 
Reflexion an dieser Struktur sollen Streuechos entstehen. K. Rawer. 


